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Tống và hiệu cúa hai vectơ 

Tích của vectd vởi một số 

Toa độ của vectd và ỉoạ dộ cửa điểm 

+ ■ r + ■ 



Trong vột lí ta thưòng gộp các đạì lượng có hướng 
như lực, vận tốc, Nguôi ta dùng vecto để biểu 
diên các đạị lưọng đó. 

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































§L CÁC ĐỊNH NGHĨA 


Khái niệm vecto 





Hình 11 


Các mũi tên trong hình 1.1 biểu diễn hướng chuyển động của ôtô và máy bay. 

Cho đoạn thẳng AB. Nếu ta chọn điểm A làm điểm đầu* điểm B làm điểm 
cuối thì đoạn thẳng AB có hướng từ A đến B. Khi đó ta nói AB là một đoạn 
thẳng cố hướng. 



Định nghĩa 

Vectơỉà mội đoạn thẳng có hướng . 


Vectơ có điểm đầu A t điểm cuối B dược kí 

1 * 

hiệu là ÃB và đọc ỉà ''vectơ AB". Để vẽ 

vectơ AB ta vè đoạn thẳng AB và đánh dấu 
mũi tên ồ đẩu mút B (hí 1,2a). 

Vectơ cồn dược kí hiệu là a , è, y, 

khi khỏng cần chỉ rõ điểm đầu và điểm cuối 
của nó (h.l .2b), 



Hình 1.2 


1 Với hai điểm A t B phân biệt ta cố dược bao nhiêu vectơ có điểm đầu và diểm cuối lổ 
À hoăc B. 





z Vecto cùng phương, vecto cùng hưông 

Đường thẳng đi qua điểm đáu vằ điểm cuối của một vectơ được gọi lạ giá 
cùa vecĩơ đó. 

&2 Hãy nhặn xét vé vị trí tương đối của các giá cùa các cặp vectơ sau : AB vả Cữ, 
PQ vả RS, ẼF vả PQ (h.1,3). 



l" I - 



!ịj- 



Bịnh nghĩa 

Hai vectơ được gợi ỉà cùng phương nếu giá cảa chủng song 
song hoặc trùng nhau. 


Trên hình 1.3, hai vectơ AB và CD cùng phương vồ có cùng hướng đi từ 
trái sang phải. Ta nói ÂB và co là hai vectơ cùng hưởng. Hai vectơ PQ và 

RS cùng phương nhưng có hướng ngược nhau. Ta nói hai vectơ PQ và ỂS 
là hai vecỉơ ngược hướng. 

Như vậy, nếu hai vectơ cùng phương thì chúng chỉ có thể cùng hướng hoặc 
ngược hướng. 

Nhận xét Ba điểm phân biệM, B , c thẳng hàng khi và chỉ khi hai vectơ AB 
và AC cùng phương. 

Thật vậy, nếu hai vectơ AB và AC cùng phương thì hai đường thẳng AB và 
AC song song hoặc trùng nhau. Vì chúng có chung điểm A nên chúng phải 
trùng nhau. Vậy ba điểm A, B, c thảng hàng. 






Ngược lại, nếu ba điểm A , B t c thảng hàng thì hai vectơ ẠB và AC có giá 
trùng nhau nến chúng cùng phương. 

3 Khẳng định sau đúng hay sai: 

Nếu ba điểm phân biệt A, B, c thẳng hàng thỉ haỉ vecỉơ ẦB và sc cùng hướng. 

Hai vectd hảng nhau 

Mổi veclơ có một độ dàiy đó ià khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối của 
vectơ đó. Độ dài của AB được kí hiệu là U/ĩ|, như vậy Ub| = AB. 

Vectơ có độ dài bằng ] gọi là vectơđửn vị. 

Hai vectơ a và b được gọi !à bằng nhau nếu chúng cỉmg hướng và có cùng 
độ dàì, kí hiệu ữ - b . 

Chả ý . Khi cho trước vectơ Q và điểm o, thì ta luõn tìm được một điểm A 
duy nhất sao cho OA — ữ . 

V 

4 Gọi 0 íà tâm hỉnh íục giác đều A8CDEP, Hãy chỉ ra các vectơ bằng vectơ 04. 


Veoto - không 

Ta biết rằng mỗi vectơ có một điểm đầu và một điểm cuối và hoàn toàn được 

xác định khi biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 

■ 

Bây giờ với một điểm A bất kì ta quy ước có một vectữđặc biệt mà điểm đểu 
và điểm cuối đều là A. Vectơ này được kí hiệu là AA và gọi 3à vectơ- không. 


Vectơ AA nảm trên mọi đường thang đi qua Ả y vì vậy ta quy ước 
vectơ - không cùng phương, cùng hướng với mọi vecta 7a cũng quy ước 


rầng ÁA = 0. Do đó có thể coi mọi vectơ - không đéu bằng nhau. Ta kí 


hiệu vectợ - khổng là õ. Như vậy 0 - AA - BB - ... với mọi điểm A, B... 



Câu hỏi và bài tập 

1. Cho ba vectơ ơ, í?, c đéu khác vectơ 0. Các khảng định sau đúng hay sai ? 

a) Nếu hai vectơ ứ, b cùng phương với c thì a và b còng phương. 

b) Nếu Q , b cùng ĩìgược hướng với c thì a và b cùng hướng. 

2. Trong hình 1.4, hây chỉ ra các vectơ cùng phương, cùng hướng, ngược hướng 
và các vectơ bằng nhau. 



3. Cho tứ giác ABCD, Chứng minh ràng tứ giác đó ỉà hình bình hành khi và chỉ 
khi ÃB=ĐC. 

4 . Cho lục gỉác đều ABCDEP có tàm ớ. 

a) Tìm các vectơ khác 0 và cùng phương với OA ; 

b) Tìm các vecto bằng vectơ AẼ . 


§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 



Hình 1.5 


Trên hình 1.5, hai người đi dọc hai bên bờ kênh và cùng kéo một con thuyền 
với hai lực Fj và F 2 . Hai lực F] và F 2 tạo nên hợp lực F là tổng của hai 

lực F| và Fy , làm thuyền chuyển động. 


Định nghía 

- ■ . ■ 

■^4 

ll Cho hai vecíơ a và h. Lẩy một điểm A tuỳ ỷ, vẽ AB -ũ và 

;! ị j 

II EC = b . Vectơ AC được gọi ỉà tống cua hai vecĩơ a và b. 

Ta kỉ hiệu tổng của hai vectơ a vồ h ìà a -Ị- b. Vậy 
j AC = a + b ịh.ỉ .6). 

ĩ“ j ■ 1 
■ ■ 11 

."ĩ ■ 

I '■ I 

JrỊ ■ 

n Phép ỉoân tìm tổng của hai vecĩơ cồn được gọi là phép cộng veciơ. 



Hình 1.6 













































Quy tóc hình bình hành 

Nếu ABCD lồ hình binh hành íhị AB ề AĐ - AC $ 



Hình 17 

Trên hình 1.5, hợp lực của hai lực và /"2 lực F được xác định bẳng 
quy tắc hình bình hành. 

Tính chât của phốp cộng các vectơ 

Với ba vectơ ứ, c tùy ý ia có 
ữ + b = b + a (tính chất giao hoán); 

(a + ĩ) + c = a + (í + c ) (tính chất kết hợp) 
a + 0 = Q + a = ữ (tính chất của vectơ - không). 

Hình 1.8 minh hoa cho các tính chất trên. 



Hình 1.8 


1 Hãy kiểm tra cốc tính chất của phép cộng trèn hình 1.8. 




4. Hiệu của hai vectơ 



a) Vectơđốì 

»2 Vẽ hỉnh bình hành ABCD. Hãy nhận xét vé độ đài và hướng cua hai vectơ AB 

và ca 


Cho veclơ a . Vectữ có cùng dộ dài và ngược hướng với a dược gọi là vectơ 
đổi cưa vecto a , kí hiệu là -ữ . 

MỖI vectơ đều có vecrơ dối, chẳng hạn vectơ dối của AB là BA, nghĩa là 
Đặc biệt, veclơdối của vectơ 0 là vectơ 0 * 


m Ví dụ 1, Nếu D, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh BC t CAy AB của 
tam giác ABC (h. 1.9), khí dó ta có 


EF - -ĐC , 
BD^-EF. 

ẼẴ = -Ẽ€. 
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Hình 1.9 



3 Cho AB + BC = 0 , Hãy chứng tỏ BC lầ vectơ dối cùa AB. 


b) Định nghĩa hiệu của hai veciơ 

ll Cho hai vecíơ a và h .Ta gọị hiệu của hai vecĩơ a và b là 
I vectơ a + ị-b ) t kí hiệu a — h. 


a-b = a + (-h ). 


Như vây 






Từ định nghĩa hiệu của hai vectơ, suy ra 

Với ba điểm o , A, B tuỳ ỷ ta có AB = OB - OA (h.ỉ 


0 B 

Hỉnh 1.10 

4 Hãy giải thích vì sao hiệu của hai vectơ 08 và OA lã vectơ AB , 

É®* Chứ ý. 1) Phép toán tun hiệu của hai vectơ còn được gọi là phép trừ vectơ. 

2) Với ba điểm tùy ý Ay #, c ta luôn có : 

AB + BC - AC (quy tắc ba điểm); 

AB - AC - CB (quy tắc trừ), 

Thực chất hai quỵ tắc trên dược suy ra từ phép cộng vectơ. 

ỂẼT Ví dụ 2, Với bốn diểm bâì kì A, fí, c. D ta luôn có AB + CD = ÃỮ+CB. 

Thật vậy, lấy một điểm o tùy ý ta có 

ÃB + CD^ỠB-ÕĂ^rÕD-ÕC =ÕÕ-m*ỠB-ỡễ = ĂĐ + CB. 




5. Áp dụng 

a) Điểm ỉ là trung điểm củũ đõạn thẳng AB khỉ và chỉ khi ỈA + ỈB = 0 . 

b) Điểm G ỉ à trọng tâm của tam giác ABC khí và chỉ khi GA + GB + GC — 0 . 

CHÙNG MỈNH 

b) Trọng tâm G của lam giác ABC nằm 
trẽn trung tuyến Aỉ . Lấy Đ ỉà diểm đối 
xớng với G qua ỉi Khí đó BGCĐ là 
hình bình hành và G là trung điểm của 

đoạn thẳng AD. Suy ra GB + GC = GD 

và GA + GĐ = 0 . Ta có 

GẴ'+GB + ĨỈC = GẢ + GD = Q. 



Hình 1.11 





Ngược lại, giả sử GA + GB + GC = 0. Vẽ hình bình hành BGCO có / là giao 

điểm của hai dường chéo, Khí đó GB + GC = GD , suy ra 04 4 - GD = õ nên 
G lầ ỉ rung điểm của đoạn thảng AD. Do đó ba điểm ,4, G, / thẳng hàng } 
GA — 2Gỉ, điểm G nằm giữa A và /. Vậy G là trọng tâm của tam giấc ABC. 

Câu hỏi và bài íộp 

1. Cho đoạn thẳng AB và điểm M nằm giữa A và B sao cho AM > MB. Vẽ các 
vectơ MA + MB và MA - MB. 

2. Cho hình bình hành ABCD và một điểm M tùy ý. Chứng minh rằng 

MẢ + MC^MỄ + lm). 

3* Chứng minh rằng dối vớt tó giác ABCD bất kì ta luỗn có 

a) ÃỈ + Ic + cZ> + ZM = 0 ; b) ÃB-ÃĐ = CB-CĨì. 

I 

4. Cho lam giác ABC. Bên ngoài của tam giác vẽ các hình bình hành ABỈJ t 
BCPQ , CARS. Chúmg minh rằng RJ + /£>+ ĨỀ = õ. 

5. Cho tam giác đều ABC cạnh bằng a. Tính độ dài của các vectơ AB + BC vầ 
Ãê-BC. 

6 . Cho hình bình hành ABCĐ có tâm 0. Chứng minh rằng 

a) CỠ-ÕB^BẴ ■ b)ÃB~BC^DB; 

c) ĐẴ-DB = ÒĐ-ÒC ; d) DA-DB + ĐC = Ò. 

7. Cho a, b ỉà hai vectơ khác 0. Khi nào có đẳng thúc 

a) \a + bị = \a\ t' Isl ; b) \a + b\ = \a - b \. 

8 . Cho ơ + b = 0 . So sánli độ dài, phương và hướng của hai vectơ a và b , 

9. Chứng minh rằng AB = CD khi và chỉ khi trung điểm của hai đoạn thẩng AD 
vầ BC trùng nhau, 

10. Cho ba lực Fị = MA , F) - MB và /3 — MC cùiig tác đỏng vào một vật tại 
điểm M và vật đứng yên. Cho biết cường độ của fị,F^ đếu là 100 N và 
AMB = 60°. Tìm cường độ và hướng của ì ực Fị . 






Thuvền buồm chạy ngược chiểu gió 


Thông thường người ta vẫn nghỉ rằng gìó 
thổi về hướng nào thi sẽ đẩy thuyền buồm 
vể hướng đó, Trong thực tê con người đã 
nghiên cứu tìm cách lợi dụng sức gió làm 
chũ thuyền buồm chạy ngược chiều gió. 
Vây người ta đã làm như thế nào để thực 
hiện được điểu tưởng chừhg như vô lí đó ? 





Nói một cách chính xác thì người ta có thể làm cho thuyền chuyển động theo một 

i 1 

góc nhọn, gần bằng ^ góc vuông đối với chiểu gió thoi Chuyển động này được 
thực hiện theo đường dích dắc nhằm tới hướng cần đến của mục tiêu. 


Để làm được điểu đó ta đặt thuyên theo hưống TT' và đặt buồm theo phương BB‘ 
như hĩnh vẽ. 



Bích 



\ 


ỵ 

/ 

/ 

\ 



\ 



/ 


Khí đó gíó thổi tác đông lên mặt 

buom một lực. Tổng hợp lực là lực f 
có điểm đặt à chính giữa buổm. Lực 

Ị được phân tích thành haì lực : lực 

pvuông góc với cảnh buồm BB’ và 

tực q theo chiều dọc cánh buồm. Ta 

có 7= p + q . Lực q này khống đẩy 

buồm đi đâu cả vì lực cản của gíó đối 
với buổm không đáng kể. Lúc đó chỉ 

còn lực pđẩy buồm dưới một góc 
vuông. Như vậy khi có gió thổi, luôn 

iuôn có một lực p vuông góc vói mệt 


Hình 1.12 


Xuấỉ phát 


phẳng BB' của buồm. Lực p này 


được phân tích thành lực r vuỏng 
góc với sổng thuyền và lực ỉ dọc theo sống thuyền TT hướng về mũi thuyển. Khi 
đỏ ta có p = s + r í Lực r rất nhỏ so vớì sức cản rất lớn cỏa nước, do thuyền buồm 


có sống thuyền rất sâu. Chỉ còn lực s hướng về phía trưóc dọc theo sống thuyền 
đẩy thuyền đi một góc nhọn ngược với chiều gỉó thổi. Bằng cách đổi hướng thuyền 
theo con đường dích dắc, thuyền có thể đi tới đích theo hướng ngược chiều gió mà 
không cẩn lực đẩy. 







§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT số 


Cho vectơ a * õ. Xác định đỏ dài và hướng cùa vectơ a + a . 



Định nghĩa 

Cho số k ỹ* 0 và vecíơ ữ & 0, Tích cua vectơ ă với sô k ỉà 
mộỉ vecíơ. kí hiệu là ka , càng hướng với ũ nếu k > 0, ngược 
hướng với a nếu k <0 và cố độ dài bâng UI lữ 


Ta quy ước Oứ = õ, &Õ = õ. 

Người ta còn gọi tích cùa vectơ với một số là lích của một số với một vectơ 



Ví dụ 1 , Cho G là trọng tâm của tam giác ABC, D và £ lần lượt là trung điểm 
của BC và AC\ Khi đó ta có (hl.i3) 


GA = (-2 )GĐ, 


AD =3GD, 


K 2) 


DE = 


AB. 


A 



2. Tính chốt 


Với haí vecĩơ a vả b bất kì, vớỉ mọi sô h và k, ta có 

ệ{ữ+ ế) = ka + kb ; 

{/? + k)a = ha 4 ka ; 
h ịỉĩaị = {hk)a ; 

1 .đ Ịẹ ũ , (-l),í7 = “ứ . 



2 Tỉm vectơ dối của các vectơ ka và 3 8 






Trung điểm của đogn thang vã trọng tâm của tam giác 

a) Nếu / là trung điểm cua đoạn thẳng ẢB thì vói mọi diểm M ta cỏ 

b) Nếu G là trọng tâm của tam giác ABC thì với mọi diêm M tụ có 

MA + m + MC = 3MG . 

3 Hãy sử dụng mục 5 của §2 dể chứng minh các khẳng định trẽn 


Điều kiện dể hai vectơ củng phương 

Điệu kiện cần và đủ đê húi vecỉơ a rà b {h ^ 0 ) cùng phương là cỏ ỈVỘĨ sớ' 

k để Q - kh. 


Thật vậy, nếu ủ - kb thì hai vectơ a vằ h cùng phương, 

Ngược lại, giả sử ứ và b cùng phương- Ta lấy k = 7^7 nếu (7 và b cùng 


hướng và lấy k = -rL nếu ơ và b ngược hướng- KỈ 1 Í đó ta có ứ = kĩ? . 

\b\ 

hỉhận xét. Ba điểm phản biệt A, B, c thẳng hàng khi và chỉ khi có số k khác 0 
để ÃỄ = kÃC . 


Phân tích một vectơ theo haỉ vecto không cùng phương 


Cho Q - ƠA, b = OB là hai vectơ không 

cùng phương và Jf = oc ĩà mộí vectơ tùy 
ý, Kẻ CA ị // OB và CB f // OA (h. 1.14). 

Khi dó x = ÕC = ÕÃ' + ÕB ĩ . Vì QĂ' và 

a là hai vectơ cùng phương nên có số h 
để OA'- ha. Vì OB' và b cùng phương 
nén có số k để OB'- kỉ? - 

Vậy Xí = ha f kb . 



Hình 1.14 



Khi dó ta nổi veclơ * được phân tích (hay còn dược gọi !à biểu thị) theo hai vectơ 
không cùng phương a và b , 

Một cách tổng quát người ta chứng minh dược mệnh dề quan trọng sau đây : 

Cho hai vectơ a và b không cùng phương. Khi đó mọi vecỉơ * đều phản 
ĩ ích được một cách duy nhất theo hai vecĩơ ữ và b, nghĩa là có duy nhất 
cập sốh , k sao cho X - hữ + kb . 

Bài toán sau cho ta cách phản tích trong một số trường hợp cụ thể. 


Boỉ toán. Cho tam giác ABC vớì trọng tâm G, Gọi / !à trung diểm cùa đoạn 
AG và K là điểm trên cạnh AB sao cho AK = - AB . 

5 

a) Hẫy phân tích Ã/, AK, Cỉ y CK theo a - CA, b-CB\ 

b) Chứng minh ba điểm c, lị K thẳng hàng, 

GtẢí 

a) Gọì AD là trung tuyến của tam giác ABC (Ỉ 1 . ]. í 5). Ta có 


AD = CD-CA = ịb-a. 

2 



6 3 6 3 


CK = CA + AK = 2 + ịb-ịã = ~b + ịã. 

5 5 5 5 

■ _ * (S —“* 

b) Từ tính toán trên ta có CK = ~~CỈ . Vậy ba điểm ct /, K thẳng hàng. 



1 . 


Câu hỏi và bài tập 


Cho hình binh hành ABCD. Chứng minh rằng : 

AB+ÃC + ÃD = 2ÃC. 

2. Cho AK và BM là hai trung tuyến của tam giác ABC. Hãy phân tích các vectơ 
AB y BC, CA í heo hat vectơ u = AK , V = BM . 

3. Trên đường thẳng chứa cạnh BC của tam giác ABC lấy một điểm M sao cho 
MB - 3MC\ Hãy phân tích vectơ AM theo hai vectơ u ~ AB vằ V - AC . 

4. Gọi AM là trung tuyến của tam giác ABC và Đ là trung điểm của đoạn AM. 
Chứng minh rằng 

a) 2ZM + d5 + DC = 5 ; 

b) 204 + 'Õè + Ỏc = 4 ÕĐ , với 0 là điểm tuỳ ý. 

5. Gọi M và N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và CD của tứ giác ABCD. 
Chứng minh rẳng : 

2MN = Ãc + Bỏ = BC + ÃD . 

6 . Cho hai điểm phần biệt À và B. Tìm điểm K sao chơ 

ÌKA + 2KB = 0. 

7. Cho tam gỉác ABC. Tím điểm M sao cho MA + MB + 2 MC = õ . 

s. Cho lục giác ABCDEF. Gọi N t p, Q, R, s lần lượt là trung điểm của các 
cạnh ABy BC> CD t DE , EF, FA. Chứng minh rằng hai tam giác MPR và NQS 
có cùng trọng tâm. 

Cho tam giác đều ABC có o là trọng tâm và M là một điểm tuỳ ý trong tam 
giác- Gọi Dy E, F lần lượt là chân đường vuông góc hạ từ M đến BC, AC , AB. 
Chứng minh rằng 

MD + ÃĨE + MF=ịÃĩd. 

2 


9. 



Tl lệ vàng 



ơ-clìr (Euclide), nhà toán học của mọi thời đại đã từng nói đến “ũ lậ vàng" trong tác 
phẩm bất hù của õng mang tên 'Những nguyên tắc cơ bần". Theo ơ-clit, điểm / 
trên đoạn AB được gọi là điểm chia đoạn AB theo tì lệ vàng nếu thoả măn 


Al _ A8 
/8 " Aí 

A 

I- 


ĩ 

-h 

Hình 1.16 


B 

H 



Đặt X = 


Aỉ AB 


ỉa có AB = XẢÌ và ẢỊ = XỈB . số X đó được gọi ỉà tỉ iệ vàng và 


/8 AI 

điểm / được gọi iã điểm vàng của đoạn A8. 
Để tính X, ta có thể dặt ỊB - 1. Từ (1) ta có 


X 

T 


X + 1 


hay 


X -X -1- 0, 


tức là 


X ^ * 1;:6Ì803 


Với tí lệ vâng người ta có thể tạo nên một hỉnh chữ nhật đẹp, cân đối và gây hứng 
thú cho nhiều nhà hội hoạ kiến trúc. Ví dụ, khi đến tham quan đển Pác-tê-nông ỏ 
A-ten (Hi Lạp) người ta thấy kích thước các hinh hình học trong đền phần lớn chịu 
ảnh hưỏng của tỉ lệ vàng. Nhà tám lí học người Đức Phít-nê (Fichner) đà quan sát 
vá đo hàng nghìn đố vật thường dùng trong đời sống nhưồ cửa sổ, trang giấy viết, 
bia sách... và so sánh kích thước giữa chiều dài và chiều ngang cùa chúng thì thấy 
tỉ sô' gần bằng tỉ lệ vàng. 



H/nM.77. Đền Pác-tẽ-nông và đường nét kiến trúc của nó. 










Bể dựng điểm vàng / của đoạn AB - 3 ta làm như sau : 


Vẽ tam giác ABC vuông tại B, với BC - 2 . Đường tròn tam c bán kính — cắt AC 


tại £. Đường tròn tâm 4 bốn kính AE cắt AB tại /, 


Ta có AC - 


aS 


vả 


AẼ = AỈ- 2(^5-1). Do đố 


AB 

Aỉ 


\ịĩ 11 


<>/5-1) 



A‘ 



Hình 1 í 9 


Sử dụng đỉểm vàng ỉ ta có thể dựng được góc 72°, từ đó dựng được ngũ giác đều 
cũng như ngôi sao nàm cánh như sau ! 

Ta dựng đường tròn tàm / bán kính ĨA cắt trung trực của /8 tại F ta được 
£48 = 36° và ẤBF -72° (h.l.lô). 

Một ngũ giác đều nội tiếp đường tròn trên có hai đỉnh liên tiếp lả F và điểm xuyẻn 
íâm đối A ! của Aị Từ đó ta dựng được ngay ba đỉnh còn lạì của ngũ giác đều. 

Cần lưu ý rằng írẽn ngôi sao nãm cành trong hình 1.19 thì tỉ sỗ ậị- - -ỳ;- chính là 

y ĨK Aĩ 

tì lệ vàng, Ngôi sao vàng nãm cánh của Quốc kì nước ta được dựng theo tỉ sô nãy. 



§4. HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ 


Đắc cực 



70 60 80 70 
Nam cực 

r 


Với mỗi cặp số chỉ kinh độ và vĩ ổộ ngưòĩ ta xác đinh được một điểm trên Trài Đất. 


Trục vã độ dãi đợỉ số trên trục 

ữ) Trục ĩoạ độ (hay gọi tắt là ívục) là một dường thảng trên đó dã xác định 
một điểm 0 gọi là điểm gốc và mộĩ vectơ dơn vị e . 

Ta kí hiệu trục dó là (O ; e ) (h. ỉ .20) 

o e M 

■ > ■ 

Hỉnh 1.20 

b) Cho M ỉ à một điểm tu ỳ ý trên trục (O ; e). Khi đó có duy nhất một số k 
sao cho OM - ke .Ta gọi sô' k đó là loạ độ của điểm M đối vởì trục đã chõị 

















c) Cho hai điểm A và B trẽn trục (0 ; e). Khi đó có duy nhất sổ ữ sao cho 
AB = ae . Ta gọi số a đó là độ dài dơi số của vectơ AB dốt với trục đâ cho 
và kí hiệu Q = AB. 

H 

Nhận xét Nếu AB cùng hướng với € thì AB - AB , còn nếu ÀB ngược 
hướng với e thì AB — —AB, 

Nêu hai điểm A và B trên trục (ỡ ; €) có toạ độ lần lượt là a và b thì AB =b — ữ. 


Hệ trục loạ độ 

Trong mục này ta sẽ xây dựng khái niệm hệ trục toạ độ dể xác định vị trí của 
điểm vầ của vectơ trên mặt phảng. 


1 Hãy tỉm cốch xốc định vị trí quân xe và quân mã trên bán oở vua (h-1.21) 



Hình 121 


a) Bịnh nghía 






ĩ 


Hệ trục toạ độ (0 ; ĩị j) gổm hơ ị trục (O ; 0 và {O \ j) 
vuông góc với nhau . Điểm góc o chung của ha ị trục gọi là gấc 

toạ độ i Trục (ơ ; 0 được gọi là trạc Hoành và kỉ hiệu ỉà Ox, 
ĩ rục {0 ; j) được gọ ị ỉà trục tung và kỉ hiệu là Oy. Các vecĩơ 
ì và j ỉ ồ các vectơ dơỉì Ví' trên Ox và úy và ị - j - ì. Hệ 
trục toạ độ (O ; /, j) còn được kí hiệu ỉ à Oxy (h.ỉ .22) 



a) b) 

Hỉnh 1.22 


Mặt phẳng mà trên đó đã cho một hệ trục toa độ ỡxỵ được gọi là mặì phẳng 
íộạ độ Oxy hây gọi tắt là mặĩ phẳng Oxy. 

b) Toạ độ của vectơ 

Hãy phân íích các vectơ a , b theo hai vectơ 7 vồ 7 trong hỉnh (h.1.23) 



Hình 123 


Trong mặt phẳng Oxy cho một vectơ li tuỳ ý. Vẽ Ỡ.4 = u và gọi Aị , Aì 
lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lổn Ox và Oy (h.ỉ.24), Ta có 

OA - OA. 4- ỠÁ 2 và cặp số duy nhất (x ị y ) đế OAỵ = xì , OÁ 2 = ỹj . Như 
vây M = xi + yj . 







Cặp $ố (,Y ; >■} duy nhất dó được gọi là ĩoạ 

độ cua vecíơ H đối với hệ toạ độ Oxy và 

viết u = {x ; y) hoặc u (x ; y% Số thứ nhãt X 
gọi là hoành độ, số thứ hai y gọi là ĩuhg độ 

của vectơ li. 

Như vậy 

u = (x ; y) <=ỷií = xi + yj 



Nhận xét. Từ định nghĩa toạ độ của vectơ, ta thấy hơi vectơ hằng nhau khi 
và chỉ khi chủng cố hoành độ bằng nhau và tung độ bằng nhau , 

Nếu M - (x ; ỳ), u' - (x '; /) thì 



í > 


X = X 

1 

u = u <=> < 

ỉ 


h. 

m. 

II 

>> 


Như vậy, mỗi vectơ được hoằn toàn xác định khĩ biết toạ độ của nó. 


c) Tỡữ đô của một điểm 

' I h 1 

- ề 

Trong mặt phẳng toạ dộ Oxv cho một điểm M tu ỳ ý. Toạ độ của vectơ OM 
đối với hệ trục Oxy được gọi là toạ ầộ của điểm M đối với hệ trục dó 

(ha.25). 


Như vậy, cặp số (x ; y) là ĩoạ độ của điểm M 

khi và chỉ khí OM = (x ; y), Khi đó ta viết 

M(x ; y) hoặc M = (jt ; y), Số X dược gọí là 

hoành độ, còn sô' y được gọi là tung độ của 

điểm M. Hoành độ của điểm M còn được kí 

* ■ 

hiêu là X M , tung độ của diểm M còri được kí 
hiệu là y M V 

M ~ (jf; y) OM — xi + y j 



Hình 1.25 



Chú ý rằng, nếu MM\ 1; Ox , MM 2 ± Oy thì X = OM Ị , y - OM 2 . 








ềki Tỉm ỉoạ độ cua cấc điểm A, B t c trong hĩnh 1.26, Cho ba điểm Dị-2 ; 3), E(0 ; -4) 
F(3 ; 0). Hãy vẽ các điểm D, E, F trên mặt phẳng Qxy% 



Hình 1 ỉ 26 


đ) Liên hệ giữa toạ độ của điểm vầ toạ độ của vectơ trong mặt phẳng 
Cho hai điểm và Bựg ; y B ). Ta có 

I-—£- 

AB = {X B 'X A \ y B -y A )< 


»4 Hãy chứng minh công thửc trên. 

3, Toa độ của câc veetơ u+v, u-v, kủ 

Ta có các còng ĩ hức sau : 

Cho u - (lỈỊ ; ií^) , V = (Vị ; v 2 ). Khi đó : 

Í/ + V — (ỉí| + y ,; li-ị + v->) ; 
ỉỉ-y - (íi ] ~ V, ; u 2 - v 2 ); 
ku = {kii\ ; ku-ị )ịk E R . 




Ví dụ 1. Cho a - (ĩ ; -2), b = (3 : 4)„ c = (5 ; -1). Tim toạ độ vectơ 
u = 2a + b “ c . 

Ta có ia - (2 ; -4), 2 a + ĩ =(5 ; ũ), 2a + ĩ}-c -(0; ỉ). 

Vậy 2 = 10; Oi 


Ví dụ 2. Chí) ũ = (ỉ ; - j), b = (2 ; 1).. Hãy phân tích vectơ c = (4 ; - ]) theo 
a và b\ 


Gia sử c = ka + hb = (k + 2 h ; -k + /ĩ) 


Ta có 


Ằ + 2/í = 4 
”Ẳ' + /? = -1 


Ắ = 2 
/2 = 1 . 


Vậy c = 2a + Ẵ. 


Nhận xét. Hai vecỉơ u =(Ujỉ u 2 ) , V = (v,; V, ^ vớ/ V * 0 cùng phương khi 
và chỉ khi có mật sổk sao chõ u, = kv. và u 2 — ky 2 ' 


Toa độ trung điểm của đoạn tháng. Toạ độ của tọng tâm tam giác 

a) Cho đoạn thảng AB cố A{ X A ; ), B( Xg ; yg ). Ta dẻ dàng chứng minh 

được toạ dộ trung điểm /( X/ ; >7 ) của đoạn thẳng AB là : 


X A +X B % A *ỵ B 

x ỉ -T - 37 - 'TT 


5. Gọi G ỉố trọng tâm của tam giác ABC. Hãy phân tích vectơ OG theo ba vectơ OA , 
OB và oc . Từ đó hãy tính toạ độ của G theo toạ độ của A, B và c. 


bỳ Cho tam giác ABC có A( X A ; y A ), B(xg ; yg ì, C( Xc ĩ yc )• tvhi đó toạ độ 
của trọng tâm G{ XQ ; y G ) của tam giác ABC được tính theo còng (hức : 


„ _ X A + X B + x c .. _ + yB + yc 

G - 3 te ■ 






2Í Ví dụ. Cho 4(2 ; 0), £(0 ; 4), C(1 ; 3). Tim toạ.độ trung điểm / của doạn 
thẳng AB và toa độ của trọng tâm G của tam giác ABC. 


Ta có 

2 + 0 

• v ' = 2 '■ 

0 + 4 „ 

• ¥ ' 2 =2: 


2 + 0 + 1 

X G ~ = 1, 

c 3 

0+4+3 7 

* 3 3 


Câu hỏi và bòi tập 


1. Trên trục (O ; e } cho các điểm A, B, M, N có toạ dô lần lượt là -1 1 2, 3, —2ị 

a) Hãy vẽ trục và biểu diẻn các diểm dã cho trên trục ; 

b) Tính đó dài đại số của AB và MN . Từ đó suy ra hai vectơ AB và MN 
ngược hướng. 

2. Trong mặĩ phẳng toạ dộ các mệnh đề sau dúng hay sai ? 

a) ơ - (-3 ; 0) và / = (1 ; 0) là hai vectơ ngược hướng ; 

b) a = (3 ; 4) và b " (-3 ; - 4) là hai vectơ dối nhau ; 

c) tí = (5 ; 3) và h = (3 ; 5) là hai vectơ đối nhau ; 

đ) Hai vectơ bằng nhau khi và chỉ khi chúng có hoành dộ bằng nhau và tung 
dộ bằng nhau. 

3. Tìm toạ dộ cua các vectơ sau : 

T J 

ả)a- ỉì \ b) b = -3 j ; 

c) í- -3Ỉ-4/ ; đ) 3 = 0,2; + Vã). 

4. Trong mặt phẵng Oxy. Các khẳng dịnh sau dúng hay sa ì ? 

a) Toạ độ của điểm A lã toa đô của vectơ OA ; 

1 ■ 1 ■ T 

b) Điểm A nầm trên trục hoành thì có tung dộ bầng 0 ; 

c) Điểm A nằm trẽn trục tung thì có hoành độ bằng 0 ; 

d) Hoành độ và tung độ của điểm A bằng nhau khi và chỉ khí A nằm trên 
đường phán giác của gốc phẩn tư thứ nhất. 




5. Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho điểm M(x 0 ; y 0 ). 

a) Tìm toạ độ của điểm A đối xứng với M qua trục Ox ị 

b) Tim toạ độ của điểm B dối xứng với M qua trục ồy ; 

c) lìm toạ độ diểm c đôi xưng với M qua gốc 0. 

6. Cho hình binh hành ABCD có A(-ỉ ; -2), ổ(3 ; 2), C{4 ; -1). Tim íoạ độ đỉnh £>. 

7. Các điểm A\— 4 ; ]), B {2 ; 4) và C’(2 ; -2) lẩn lượt là trung điểm các cạnh 
BC f CÁ và AB của tam giấc ABC. Tính toạ độ cấc dỉnh của tam giác ABC. 
Chứng minh rằng trọng tâm của các tam giác ABC và ÃB'C' trùng nhau. 

8. Cho a = (2 ; -2), b - (1 ; 4). Hãy phân tích vectơ c - (5 ; 0) theo hai vectợ 
a và 

ÔN TẬP CHƯƠNG I 

I. CÂƯ HỘI VÀ BÀI TẬP 

1. Cho ỉục giác đều ABCDEP có tâm ồ. Hây chỉ ra các vectơ bằng AB có điểm 
đầu vạ diểm cuối là ồ hoặc các đỉnh của ỉục giác. 

L -*■ * L 

2. Cho hai vectơ a và b đều khác 0 ĩ Các kháng đĩnh sau dứng hay sai ? 

a) Hai vectơ a và b cùng hướng thì cùng phương ; 

b) Hai vectơ b và kb cùng phương ; 

c) Hai vectơ a và (-2) a cùng hướng ; 

d) Hai vectơ ũ và b ngược hướng với vectơ thứ ba khác 0 thì cùng phương. 

3. Tứ giác ABCD là hình gì nếu AB - ĐC và AB ~ BC . 

4. Chứng minh rằng ịa + b w . d + lỉ . 

5* Cho tam giác đều ABC nội tiếp trong dường tròn tâm o. Hãy xác định các 
dìểm M, N y p sao chữ 

a) ÕM = ÕẲ+ÕB ; b) ỠN = 08 -t Õc ; c )ÕP = ÕC + ÕẢ. 

6. Cho tam giác đểu ABC có cạnh bằng a . Tính 

a)te+4c|; b) \ăỄ-~ÃC . 



7. Cho sáu điểm M, /V, p, Q, R, s bất kì. Chúng minh rằng 

MP + ĨĨQ + RS=MS + NP + RQ. 

8. Cho tam giác OAB. Gội M và N lần lượt là trung điểm của OA và OB. Tìm 
các số m , n sao cho 

a) OM — ỉĩỉOẢ + nOB ; b) AN = mOA + nOB ; 

c) MN = mOA -h nOB ; d) Mỏ = mơẤ + /ỈÍ7/Ỉ. 

9. Chứng minh rằng nếu G và G lẩn lượt là trọng tâm của các tam giác ABC và 
A'B l C' thì 3 GG' = ÃÃ'+BB' + CC'. 

ío. Trong mặt phảng toạ dộ Oxy r các kiìẳng định sau .đung hay sai ? 

a) Hai vectơ đối nhau thì chúng có hoành độ đôi nhau ; 

b) Vectơ a*0 còng phương với vectơ i nếu a cỏ hoành độ bảng 01 

c) Vectơ a cố hoành độ bâng 0 thì cùng phương với vectơ j . 

II. Chơ đ = (2 ; 1.)* ỗ = (3 ; - 4), c = (—7 ; 2). 

a) Tim toạđộ của vectơ u = 3a + 2b-4c ; 

b) Tim toạ độ vectơ X sao cho x + a = b-c. ; 

c) Tìm các số k và h sao cho c -■ ka + hb . 


12. Cho í(~^-ị — 5j , v — mỉ-4j. 
Tim ni dể u vâ V cùng phương 


13. Trong các khẳng định sau khẳng định nào là đúrtg ? 

a) Điểm A nằm trẽn trục hoành thì có hoành độ bằng 0 ; 

b) p là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chì khí hoành độ cùa p bằng 
trung bình cộng các hoành độ của A và B ; 

c) Nếu tứ giác ABCD là hình bình hành thi trung bình cộng các toạ độ tương 
ứng của A và c bằng trung bình cộng các toạ độ tương ứng cùa B và D. 



II. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Cho tứ giác ABCD. Số các vectơ khác 0 có điểm đầu và điểm cuối là đỉnh 
của tứ giác bằng : 


(A) 4 ; 


(B) 6 ; 


(0 8 ; 


m 12 . 



2. Cho lục giác đểu ABCDEF có lủm 0. Số các vectơ khác 0 cùng phương với 
oc cỏ điểm đầu và diểiĩi cuóì là dinh cùa lục giác bằng : 

(A) 4; (B)6; (C) 7 : (D) 8. 


3. Cho lục giác đếu ABCDEF có tám 0. Số các vectơ bằng vectơ oc có điểm 
dáu và điểm cuối là dỉnh của lục giác bẳng : 

(A) 2 : (B) 3 ; (C)4; (D) 6. 

4. Cho hình chừ nhật ABCD có AB 3 V BC = 4. Độ dài của vectơ At lù : 

(A)5; (B) 6 ; (C) 7 ; (D) 9, 

I 

5. Cho ba điểm phản biệt A y B, c. Đắng thức nào sau dây là đúng ? 

(A) CẢ-ẼÃ^BC : (B) ÃB+AC = BC ; 

(C) ÃB + CÃ=ŨB : (D) Ãĩì-BC = CẢ' 

ổ. Cho hai điểm phân biệt A và B. Điểu kiện dế dìếm / là trung diêm của đoạn 
thắng AB là : 

(A )ỈA=IB\ ■ (B) ĨẴ = ĨB ; 

(C) ĨA = -Ĩê ; {Đ)ÃỈ = BÌ. 

% Cho tam giác ABC có G là trọng tám, / là trung điểm cùa đoạn thảng BC. 
Đằng thức nào sau dây la đúng ? 

ÍA) GA = 2GỈ ; (B) Ịp = -ịĩẮ ; 

3 

<C) GB + GC = 2G/ ; (D) GB + GC = GA. 

8. Cho hình bình hành ABCD. Đắng thức nào sau đây là đúng ? 

(A) Ãc + ~BD = 2BC ; (B) Ãe + BC = Ãễ : 

(C) AC-BD = 2CỎ ; (D) ÃC-Ã5 = CD. 

9* Trong mạt phẳng toạ độ ỡm cho hình bình hành OABQ, c nằm trên Ox, 
Khảng đình nào sau đáy là đung ? 


(A) AB có tung dô khác 0 ; 
(C) c có hoành độ bầng 0 ; 


(B) A và B có tung độ khác nhau ; 

(D í + Xq — XỊỊ = 0. 



10. Cho ít - (3 ; — 2), V' = (i ; 6). Khẳng định nào sau đây ỉà đúng ? 

(A) li + V và ty - (- 4 ; 4) ngược hướng ; 

(Bì ii và V cùng phương ; 

(O u-v và h - (6 ; - 24) cùng hướng ; 

(D)2w + V và V cùng phương. 

11 . Cho tam giác ABC có .4(3 ; 5). B{ 1 ; 2), C(5 ; 2). Trọng tâm của tam giác ABC 
là: 

(A) G|{-3 ; 4); (B)C 2 (4;0): 

(C) G,( 4Ĩ ; 3): (D)G 4 (3:3). 

12. Cho bốn điểm 4(1 ; l), B(2 : -1), C(4 : 3), D( 3 ; 5). Chọn mệnh đề đung : 

(A) Tứ giác ABCD ỉầ hình bình hành ; 

(B) Điểm G(2 ; ^) là trọng tàm của tam giác BCD ; 

(C) ~ÃB = lĐ : 

(D) 4C , AD cùng phương. 

13. Trong mặt phẳng Oxy cho bốn điểm A(- 5 ; - 2) t ổ(“ 5 ; 3). C(3 ị 3), ĐO ; -2). 
Khảng định nào sau đây là đúng ? 

(A) AB và CD cung hướng ; (B) Tứ giác ABCD là hình chữ nhật; 

(C) Điểm /(-];]) là trung điểm AC ; (D) ÕẤ + ÕB = ÕC . 

14 . Cho tam giác ABC. Đặt a - BC , b - AC . 

Các cặp vectơ nào sau đảy cùng phương ? 

(A) 2 a + b và a + 2b ; (B) a-2h và 2 ỡ-b \ 

(C) 5 a + b và -\0a-2b ; (D) ứ+ẵ và à-ĩ. 

15. Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho hình vuông ABCD có gốc o là tâm của hình 
vuông và các cạnh CLÌa nó song song với các trục toạ độ. Khắng định nào sau 
dây là đúng ? 

(A) OA + ũb\ = AB ; (B) OA - OB và ĐC cùng hướng ; 

(C) ,\ A = -x c và “ y c ; M X B = ~' x c và yc = T $B * 



16. Cho /V/(3 ; — 4). Ké MM vu ỏng góc vớì o.v. MM, vuông góc với Oỵ. Kháng 
định nào sau đầy lầ dúng 7 

( A)ÕM~=-3 - (B) OÃŨ = 4 ; 

(C) OM I - OM-ĩ có toạ dộ {— 3 : — 4>; (Đ) $Mị + ỠM 3 có toạđộ (3: - 4). 

17. Trong mặt phẩng toạ độ Oxy cho /4(2 ; -3), B{ 4 ; 7). Toạ dộ trung điểm / cua 
đoạn thẳng AB là 

(A)(6;4); íB)(2: 10): 

(C) (3 ; 2) : <D)(8 ;-21). 

18. Trong mặí phẳng toạ (tộ o.xy cho /4(5 : 2 ). B( 10 ; 8), Toạ dộ cùa vectơ AB là 

(A)(15: 10): (B)(2:4); 

(0(5 ; ó) : (D) (50 ; 16). 

19. Cho tam giác ABC có Bị9 ; 7), €{ II ; -1), M và N lán lượt là trung điếm của AB 
và AC. Toạ độ cùa vectơ MN là 

I ■ 

(A)<2;-8); mo ; - 4): 

(0(10; 6); (D) (5 ; 3). 

2Ữ. Trong mặt phẩng loạ độ Oxy cho bốn điểm /4(3 : -2), Bựì : [ ). C(0 ; I). 

D(- 8 : - 5). 

Khảng định nào sau dây ĩà dúng ? 

(A) AB và CD dối nhau ; 

(B) AB và CĐ cùng phương nhưng ngược hưởng ; 

(C) AB và CD cùng phương và cùng hướng ; 

(D) /4, B, c, D thẳng hàng. 

21. Cho ba điểm /4(-l ; 5). Bộ ; 5-1, C(-l : ] 1). Khang dính nào sau đày là dúng 
(Ạ) A,B,C thảng hàng ; 

(B) AB và AC cùng phương : 

(C) AB và AC không cùng phương ; 

(D) ẢC và BC cùng phương, 



(D) (-3 :-8). 


22. Cho Cỉ = (3 ; - 4| h = (-1 ; 2). Toạ độ của vectơ a-Y h là 

(A) (—4 ; 6) : (B)(2;-2); (C) (4 ; - 6) : 

23* Cho 0 = (-1 ; 2Jv b = (5 ; -7). Toạ độ của vectơ ỡ - ỉ? là 

(À) (6 : - 9): (B) (4 : - 5): (CH-6; 9); (D)(-5;-ỉ4). 

24. Cho á = (- 5 : 0), h = (4 ; .v). Hai vecrơ Q và b cùng phương nếu SQ.V là 

(A) “5 ; (B) 4 ; (C) 0 ; (D)-L 

25. Clio ơ — (x ; 2) t ỉ = (- 5 ; 1), c - ị.\ : 7). Vectơ c - 2a+ 3Ĩ nếu 

(A) .V - -15 ị (B) .V = 3 ; (C) .V = 15; (D) ,v ss 5. 

26. Cho AỊI : 1). B (-2 ; -2), C(7 ■ 7). Khắng định nào dứng ? 

{A) <7(2 ; 2) là trọng tảrn của tam giác ABC : 

(B) Điểm B ò giữa hai điểm A và c ; 

<C) Đỉểm A ở giữa hai điểm B vầC': 

(D) Hai vectơ /4B và AC cùng hướng. 

27. Các điểm .11(2 ; 3), N {0 ; - 4), P(-[ ; 6) lẩn lượt là trung điểm các cạnh JỄ?c, 
CA, AB ciìa tam giác ABC. Toạ độ dỉnh A của tam giác í à : 

(A) (l ; 5): (B)(-3;-l); (C) (- 2 : - 7); (D){1;-10). 

28. Cho tam giác ABC có trọng tâm là gộc toạ (lộ 0, hai đỉnh A và B có roạ dô ià 
A(- 2 ; 2), B (3 ; 5). Toạ dô của đỉnh c là : 

(A) (“ì : “ 7) ; <B)(2;-2); (C) (- 3 : - 5) ; (D)(l;7). 

29. Khẳng đtnh nào trong các khảng định .sau là đúng ? 

(A) Haì vectơ a = (“ 5 : 0) và Ị? = (- 4 ; 0) cùng hướng ; 

(B) Vecto c = (7 ; 3) ỉà vecto đối củệ ẩ - 1 ; 3) ; 

(C) Haĩ vectơ Li - (4 ; 2) và V - (8 ; 3) cùng phương ; 

(D) Hai vecio' a - (6 ; 3) và /? = (2 ; 1) ngược hướng. 

38. Trong hệ trục (ỡ ; 7 , 7 ), toạ độ cứa vectơ ỉ + ị là : 

(A) (0 ; 1) ; (B)M;1); (C)(l;0); (D)(l;l). 




Tim hiểu về vccía 


Việc nghiên cứu vectơ và các phép toán trên các vectơ bắt nguổn từ như cầu của 
cơ học vả vật lí. Trước thế kỉ XIX người ta dùng toạ độ để xèc định vectơ và quy 
cốc phép toán trên các vectơ vế các phép toán trên toạ độ của chúng. Chỉ vào 
giữa the kĩ XIX, người ta mớì xảy dựng được các phép toán trực tiếp trên các 

vectơ như chúng ta đâ nghiên cứu trong chương I. Các nhà toán học Ha-rnin-tơn 
[W, Harrtilton ), Grat-sman {H, Grassmann) và Gip (J. Gibbs) là những người đầu 
tiên nghiên cứu một cách có hệ thống vế vectơ. Thuật ngừ "Vectơ’ cũng được đưa 
ra từ các cõng trình áy. Vecỉor theo tiếng La-tinh có nghĩa là Vậị mang. Đến đầu 
thế kĩ XX vectơ được hiểu là phần tử của một tập hợp nào đó mà trèn đó đã cho 
các phép toán thích hợp để trở thành một cấu trúc gọi là không gian vectơ. Nhà 

toán học Vây (Wsyỉ) đâ xây dựng hình học ơ'Clit dựa vào không gian vectơ theo hệ 
tiên đề vả được nhiều người tiếp nhận một cách thích thú, Đôi tượng cơ bản được 
đưa ra trong hệ tiên đề này là điểm và vectơ, Việc xây dựng nãy cho phép ta có thể 
mở rộng sò chiều của không gian một cách dẻ dàng và có thể sử dụng các cồng cụ 
của lí thuyết tập hợp và ánh xạ. Dồng thời hình học có thể sử dụng những cấu trúc 
đại số để phát triển theo các phương hướng mới. 

Vảo những nằm giữa thế kĩ XX, trong xu hướng hiện đại hoá chương trình phổ 
thõng, nhiều nhà toán học trên thế giới đã vận động đua việc giảng dẹy vectờ vào 

trường phổ thông, Ở nước ta, vectỡ và toạ độ cũng được đưa vào giảng dạy ở 
trường phổ thông cùng vớỉ một chương trinh toán hiện đạì nhằm dổi mới để nàng 
cao chất lượng giáo dục cho phù hợp vớỉ xu thế chung của thế gìối. 



I J 



TÍCH VŨ Htf0NG CHA HAI VECTỂ 

VÀ INC UNG 

■ 


V Giá trì lượng giác của một góc bết kì từ 0° đến 180 ợ 
Tích vò hưdng của hai vectơ và ứng dụng 
*> Các hệ thức Ịưdng trong tam giác vả giải tam giác 


Trong chưong này chúng ta sẽ nghiên cứu thêm một 
phép toán mới vể vecto, đố là phép nhân vô huớng 
của hai vecto. Phép nhãn nay cho kết quả là một 
số, số dó gọí ià tích vô hướng của hai vectơ, Để có 
thể xác dịnh tích vô huống của hai vecto ta cổn dấn 
khái niệm giá tá luợng giác củơ một góc a bốt kì vói 


0° < a < 180° là mờ rộng cùa khái niệm tỉ số luợng 
giác của một góc nhọn í*dà biết à lóp 9, 






































§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC BẤT KÌ 

TỪ 0° ĐẾN 180° 



1 Tam gỉảc ABC vuông tại A cố góc nhọn ABC - ŨL Hãy nhắc lạ ỉ đinh nghĩa các tỉ số 
lượng giác của góc nhọn ơda học ở lớp 9. 


A 



Hình 2 1 



2 Trong mat phlng toạ dộ Gxy, nửa đường tròn tâm 0 nằm phía trèn trục hoành bản 
kính R = 1 dược gọi là nửa dường tròn dơn vị (h.2,2). Nếu ch ũ trước một góc nhọn ữ 
thỉ ta có thể xác định một điểm M duy nhất trên nửa đường tròn đơn vị sao cho 


XỒM = a, Gìả sử điểm M có toạ dộ (x ữ ; y 0 )| 


Hãy chứng íỏ rằng sin ữ = y 0 , CQSí 7 - x Ql tanớf= —, cotữ= — 


0 


0 



Hinh 2.2 

MÒ rộng khái niệm tỉ số lưựng giác đôi với góc nhọn cho nhưng góc abái k\ 
với 0 Ỡ < a < 180°, ta có định nghía sau đây : 




ì. Định nghĩa 

Vói mòi góc ơ(0° < a < 180°) ta xác 
địnli mộỉ điểm M trên nứa đường tròn đơn 

VỊ (lì, 2,3) sao cho \ỠM = a và già sừ 
đicm M có toạ dộ M(a 0 ; y 0 ). Khi đổ ta 
định nghĩa: 

r , w : 

• sin của góc a ià v () . kí hiệu sin a - y u : 

* côsin cùa góc ơlà ,v rr kí hiệu cosơ = A' ; 

• tang cúa góc ơlà —- Í.V., * 0), kỉ hiệu tanơ = —- ; 

■ v 0 ' - v 0 

* cởtang cua góc a là — (v 0 5 Ế 0), kí hiệu COÍƠ- — ‘ 

y\ì ' ' y$ 

Các số si nơ. cos ữ\ tan ợ cotơdược gọi là các giá ỉ rị lượng giác cúữ góc a. 

Ví dụ. Tim các giá trị lượng giác của góc 135°. 

Lấy điểm M trên nữa đường tròn dơn vị sao cho xOM = 1.35°. Khi dó ta có 
yỒM - 45° . Từ dó ta suy ra toạ dộ của điểm M là - (h.2.4). 

\ 2 - J 

Vây Sìn 135° ; cosi35" = - — 

2 2 

tan:35° - -I : C0tl35° = -J. 

Chú ý. * Nếu ơlà góc tù thì cosơ< 0, tanơc 0, cotơ< 0. 

• ranơchi xâc dinh khi a* 90 ứ , 

1 

coíơchỉ xác định khi a* 0° 
và a * 180° . 





Hình 2.3 


Hĩnh 2 4 





2. Tinh ehổt 



Trên hình 2,5 ta có dãy cung NM song song với trục o.x và nếu XỠM = cc 
thì XÕN = ĩ 80° - a. Ta có .yư - y N ‘ = >'o, X M = -ạỵ - Xfị . Do đố 


* 


sinor= sin (180 ứ - a ) 
cos a ~ - cos ( 1 80° - a) 
tana= - tan (180° - a) 
cotơ - - cot ( ] 80° - a)i 



Hình 2.5 

Giá trị lượng giỗc của các góc đặc bĩệt 

Giá trị lượng giác của các góc bất kì có thể tím thấy trên bâng sô hoặc trên 
máy tính bỏ túi. 

Sau đây là giá trị lượng giác của một số góc dặc biệt mà chứng ta cần ghi nhớ. 


Bàng giỏ trị lượng giác của các gốc độc biệt 


Giá oc 

lượng giác 

0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

í 

180° 

sina 

0 

1 

2 

£ 

2 

£ 

2 

1 

0 

cosứr 

1 

s 

2 

s 

2 

1 

2 

0 

-I 

tana 

0 

1 

1 

1 

£ 


0 

cotor 

li 

£ 1 

1 

£ 

0 íl 


Trong bảng, kí hiệu " ỊỊ “ dể chì giá trị lượng giác không xác định. 




























Chú JÍ, Từ giá trị lượng giác của các góc đặc biệt đã cho trong bảng và tính 
chất trên, ta có thể suy ra giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt khác. 

Chẳng hạn : 

sin 120° = sin(l 80° - 60°)sìn 60° - Ậ 

2 

M 

COS135 0 =cos(180° -45°) = -cos45° * 

2 


^3 Tìm các giá trị lượng giác của các góc ] 20°, 150°. 


4. Gốc giửa hai vectơ 

a) Định nghĩa 

I Chớ hai vecĩơ G và b âều khác vectơ 0 . Từ ìĩìộĩ điểm 0 bất 

!Ị: : ^ — '+- 

Ễ kì ĨQ vẽ ỠA = a và OB = b . Góc AOB với sô ảõ ĩừ 0° đến 

■■ ■ 1 

■ ,J,■ - — 

p ỉ 80° được gọi ỉà gốc giữa hãỉ vectơ a và b . Ta kí hịệu góc 

I giữơ hai vecỉơ ứ và b là (ữ, b) (h.2.6), Nếu (a, ĩ) ) = 9(f 

II thỉ ta nói rằng a và b vuông góc với nhau, kí hiệu lồ a 1 b 
I hoặc b 1 a . 

ĨI ĩ ■ ■ 

b) Chứ ý . Từ định nghĩa ĩa có ( ữ, b ) = ( b, a ). 




o 

Hình 2.6 


& 


4 Khi nào góc giữa hai vectơ bằng 0° ? Khi nào gốc giữa hai vectơ bằng 180° ? 









c) Vỉ dụ, Cho tam giác ABC vuông tại A và có góc B - 5Ỡ° (h.2.7). Khỉ đó : 
(bả, BC) = 50° , (ÃB, BC) - í 30°, 

(CA, CB) - 40°, (Ãcị BC) = 40° , 

(Ãc, CB) = 140° , (Ãc, ĨÃ) = 90° . 

A B 

Hình 2.7 

5. Sử dụng máy tính bỏ túi dể tĩnh giá trị lương giác cua một góc 

Ta cổ thể sử dụng các loại máy tính bỏ tui để tính giá trị lượng giác của một 
góc, chảng hạn đối với máy CASIO fx - 500MS cách thực hiện như sau : 

a) Tính các giá trị lượng giác của góc ũt 

Sau khi mợ máy ấn phím MODE nhiểu lần để màn hình hiện lèn dòng 
chữ ứng với các số sau đây : 




Sau đó ấn phím 1 để xác định đơn vị đo góc là "độ” và tính giá trị lượng 
giác của góc. 

• Tính sin ứ', cosorvà tanớr. 



Ví dụ 1. Tính sin 63° 52'4 r. 


Ấn liên tiếp các phím sau đây : 



Ta được kết quả là : sin 63° 52’ 41" ^ 0, 897859012. 

Để tính cosđr và tanor ta cùng làm như trên, chỉ thay việc ấn phím sin 

bằng phím cos hay tan . 




b) Xác định độ lớn cua góc khi biết giá trị tượng giác của góc đố 

Sau khi mở máy và chọn đơn vị đo góc, đé tính góc X khi biết các gìá trị 
lượng giác của góc đó ta làm như ví dụ sau. 



Ví dụ 2. Tìm X biết sin.* = 0,3502* 
Ta ấn liên tiếp các.phím sau đây : 




0.3502 = 




và được kết quả là : X * 20°29'58”. 


Muốn tìm X khi biết CQSX, tan* ta làm tương tự như trên, chi thay phím 
bàng phím 





Câu hỏi và bài tập 


1. Chứng minh rằng trong tam gỉác ABC ta có : 

a) sin A = sin(£ + C); b) cos A = - co s(B + C). 

2. Cho AỠB là tam giác cân tại ỡ cố ỠA — a và có các đường cao OH và AK, 
Giả sử AOH = ạ , Tính AK và OK theo a và a. 

3. Chứng minh rằng : 

a) sin 105° = sin 75° ; 

b) cos 170° = - cos í 0° ; 

c) cos ì 22° = -cos58°. 


4. Chứng minh rằng với mọi góc a{ 0° < ữ < 180° I ta đều có cos 2 a+ún 2 a=l , 

5. Cho góc *, với cos* = ^ . Tính giá trị của biểu thức : p = 3sin 2 X + cos ■ X . 

I__r 

6. Cho hình vuông ABCD, Tính : 

cos( Ãc, BA ), sin( Ãê t BD ), cos( Ãẻ t CD). 





§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


Trong vậĩ lí, ta biết ràng nen có một lực 

F tác động lên một vật tại điểm o và 
làm cho vât đổ di cỉtuyển một quãng 

đường $ - OO' thì cống A cửa lực F 
được tính theo công thức : 



ĩ\ 


00 ' 


COSỘ7 


(h.2.8) 



trong dó F ỉà cường độ của lực F tính bằng Niutơn (viết tắt là 

độ dài của vectơ ỡỡ' tinh bằng mét (m), ậĩiầ góc giữa hai vecto Oỡ’ và F , 
còn cống A được tính bằng Tun (viết tắt là J). 


N), 00' là 


Trong toán học, giá trị A của biểu thức trên (không kể đơn vị do) được gọi là 
tích vô hướng của hai vpctơ p và 00 . 



I Định nghĩa 

II Chớ hãi vecíơ a và b đểu khác vecíơ 0 . Tích vó hướng của ữ 
I và b ỉầ một sô\ kỉ hiệu là a.b, được xác dịnỉĩ bởi công thức sau : 



Trường hợp ít nhất một trong hai vectơ a và b bằng vectơ 0 ta quy ước 

Gồ = 0 . 


isr Chả ỹ 

a) Với ữ và b khác vectơ 0 ta có a. b = 0 £=» ữ Ả. b . 

r . —. -2 x ^ 4 

Ố) Khi a - b tích vô hướng ữ. ữ được kí hiệu là ớ và sô nay dược gọi là 

bình phương vô hướng cửa vccĩơ a . 

Ta có a -13.fca|cosO ồ = 








Ví dụ. Cho lara giác đều ABC cớ cạnh bằng a và có chiều cao AH. Khi đó ta 

có (h.2.9) 

—r —* ^ 1 0 

AB.AC = a.a.cosóư = --a , 

2 

ÃC.CB = ớ-ứ.cosl20° a". 

2 

_ # _ _ JZ 

AH.BC = -- ,ứ.cos90° - 0. 

2 


Các lính chất cua tích vô hưóng 

Người ta chứng minh được các tính chất sau đây của tích vố hướng : 


Với ba vectơ a , b , c bất kì và mọi số k ta có : 

a.b - b.a (tính chất giao hoán); 

Q ịb + c)- a.b + a .c (tính chất phân phối); 

(ka ).ĩ = k(ữ ,b ) = a .(kĩ ); 

-2 -2 _ - - 

ữ > 0 , a - 0 « a = 0 . 



■ các tính chất của tích vô hướng của hai vectơ ta suy ra : 

(a + ĩỹ - a + 2a.ì>+b ; 

^ “* 7 “*2 -► -* -*2 
(a-b) =a - 2aJj 4- b ; 

- 7 V - 7i -2 r 2 
(ữ + Ễ>).(ứ -b) - a - b . 

1 Cho haí vectơ a vả b đéu khác vectơ 0. Khi não thỉ tích vô hướng của hai vecíơ dó 
là số dương ? Là số âm ? Bằng ũ ? 




ứng dụng. Một xe goòng chuyển động ỉừ A đèn B dưới tác dụng của lực F. 
Lực F tạo VỚI hướng chuyển động một góc a. tức là ( F t AB ) = ơ (h.2.10). 



Hình 2.1Q 


Lực F được phân tích thành hai thành phần Fị và F 2 trong đó Fị vuồng 
góc với AB , còn F 2 là hình chiếu của F ỈỂn đường thẳng AB. Ta có 
F = Fị + F 2 * Còng dầ của lực F là dề = F.AB = (F| + F) ).AB = 
~ F\.AB ■¥ F 2 .AB = F' 2 .AB . 

Như vậy lực thành phần Fj khỡng làm cho xe goòng chuyển đòng nén 

không sinh cồng. Chỉ có thành phần F 2 cùa lực F sinh công làm cho xe 
goòng chuyển động từ A đến B. 

Công thức tfứ'— F . AB là công thức tính công của lực F làm vật di chuyển 
từ A đến B mà ta đã biết trong vật lí. 

Biểu thức toạ độ củỡ tích vô hưóng 

Trên mật phẳng toạ độ 10 ; i , j ), cho hai vectơ Q - Ịa ; b = (bị ; ÒA. 
Khi đó tích vô hướng Q . b là I 

ữ. b — ũ ì b ỉ + aj? 2 „ 

Thật vậy a.b = (ũịi + a 2 j) ■(b ỉ i + b 2 j) 

= ũịb] f + a 2 b? j + dịth Ị . j + a 2 bị .j ịi . 

Vì í — j = 1 và /. ỹ = ỹ. í' = 0 nên suy ra : 




Nhận xét Hai vectơ a - {a ] ; đ 2 ), Ể> = (h í ; ly dền khác vectơ 0 vuông góc 
với nhau khi và chỉ khi 

dịb. + a 2 b 2 = 0. 


^2 Trẻn mặt phẳng toạ độ ồxy cho ba điểm 4(2 ; 4), fi(1 ; 2), C(6 ; 2). Chứng minh rằng 
AỖ-LÃC' 



Úng dụng 

ữ) Độ dài của vectơ 

Độ dàĩ của vecrơ a = (a,; a 2 ) được tính theo công thức : 


a 



Thật vậy, ta có 


a 


2 -2 

= ư - ữ.a = ơịdị Ỷ ă'iữ'i 


.2 , 2 

àị + 4 


Do đó 


a 




2 

+ aị 


b) Góc giũa hai vectơ 


Từ định nghĩa tích vô hưởng của hai vectơ ta suy Ịậ nếu a-{ã I ; ) và 

b = (bị ; ) đều khốc 0 thì ta có I 




Ví dy. Cho OM = (-2 ; -L), ON = (3 ; -1), 


_ , 7—7- — OM.ON -6+1 

Ta cò cos MON - CCS (OM, ON) = — = J=- 7 = = 

OmIoNỈ vS.VỉO 


■ã 


Vậy (OM, ON) = i 35°. 


c) Khoảng câch giữa hữỉ điểm 

Khoảng cách giữa haí điểm 4(,1 4 ; V ) và B(ỊỊỊg ; y B ) được tính theo công thức : 


AB= Ậx B -x A ỷ + (y 8 -y A r ■ 


Thật vậy, vì AB - (jcg - X A ; y B - y A ) nến ta có 




m Ví dụ. Cho hai điểm M {-2 ; 2) và N( 1 ; 1). Khi đó MN = (3 ; ”1) và khoảng 

cách MN là : ỈÃ?Ã?I = + t-I) 2 = Vĩõ. 


Câu hỏi và bài tập 

1. Cho tam giác vuồng cân ABC cổ AB ” AC = ữ. Tính các tích vô hướng 

ĂBÃC , Jc.cs 1 

2* Cho ba điểm O t 4, B thẳng hàng và biết OA = ứ, OB = b. Tính tích vô hướng 

OA.OB trong hai trường hợp : 

a) Điểm o nằm ngoài đoạn AB ; 

b) Điểrn o nằm trong đoạn ÁB . 

X Cho nửa đường tròn tâm o có đường kính AB - 2 R. Gọi M và N Là hai điểm 
thuộc,nửa đường tròn sao cho hai dây cung AM và BN cắt nhau tại ỉ[ 

a) Chứng minh AỈ.AM - AỈ.AB và BỈ.BN - Bỉ.BA ; 

b) Hây dủng kết quả câu a) dể tinh Ai.AM + BLBN theo R. 

4. Trên mặt phảng Oxy y cho hai điểm 4(1 ; 3), B{4 ; 2). 

a) Tim toạ độ điểm D nằm trên trục Ox sao cho DA = DB ; 

b) Tính chu vi tam giấc OAB ; 

c) Chứng tò OA vuỏng góc với AB và lừ đó tính diện lích tam giác OAB . 




3 . 


Trên mật phảng o.xy hãy tính góc giữa hai vectơ a và ỉ trong các trường 
hợp sau : 

a) a - (2 ; -3), b = (6 ; 4); 

b) a = (3 ; 2), b = (5 ; -1) ; 

c) õ = (-2 ; -lS ), b = (3 ; yíĩ). 

ó. Trên mặt phẳng toạ độ Oxy cho bốn điểm A{1 ; -3), B {8 ; 4), C( 1 ; 5), jD(0 ; -2). 
Chứng minh ràng tứ giác ABCD ỉà hình vuông. 

7. Trên mật phảng ỡxy cho điểm A (-2 ; 1). Gọi B là điểm đối xứng vói điểm Ạ 
qua gốc toạ dộ 0, Tìm toạ độ của điểm c có tung độ bằng 2 sao cho tam giác 
ABC vuông ở c. 


§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 

VÀ GIẢI TAM GIÁC 


Chứng ta biết rẫng một tam giác được hoàn toàn xác định nếu biết một số 
yếu tố; chẳng hạn biết ba cạnh, hoặc hai cạnh và góc xen giữa hai cạnh đó. 

Như vậy giữa các cạnh và các góc của một tam giác có một mối liên hệ xác 
đính nào đó mà ta sẽ gọi là các hệ ĩhức ỉượng trong tam giác . Trong phần 
này chúng ta sẽ nghiên cứu những hệ thức đó và các ứng dụng của chúng. 

Đôi vớí tam giác ABC ta thường kí hiệu : a ~ BC t b = CÀ , c = AB. 



1 T am giác ABC vuông tại A có đường cao AH " h và có BC = a, CA - b, AB - c. Gọi 
BH = c vồ CH = b'(h.2.11), Hãy diên vào các ô trống trong các hệ thửc sau đây dể 
dược các hệ thức lượng trong tam giác vuông : 



a 2 = 6 2 + 

f) 2 - a X 


c 


2 



h h -h 





ah^hx 



ytì 



Hình 2.1 1 


sinB " cosC = 



; SỈHC = cosổ = 




4 ■ n 


h ■ h 

tanS = cotc = 


; co tổ “ tanC = 



c ủ 


Trước tiên ta tìm hiểu hai hệ thức lượrig cơ bàn trong tam giác bất kì là định 
lí cỏsin và định lí sin. 

M 


Định 11 côsỉn 

■ 

a) Bài toán* Trong tam giác ABC 

cho biết hai cạnh AB, AC và góc A, 
hãy tính cạnh BC (hình 2,12), 



—2 —.2 — 

= AC + AB -2AC.AB 

BC 2 -Ãc 2 *.Ãẽ 2 -2\Ãẽ\.\ÃB\ COS.4 . 

Vậy ta cé BC 2 - ÁC 2 + AB 2 - 2AC.AB.cosA 

BC - VAC 2 + AB 2 -2AC.ABxq$A 


A 



Hĩnh 2 12 


* 


nôn 




Từ kết quả cùa bài toán trên ta suy ra định lí sau đây ; 

b) Định u côsỉn 

Trong tam giác ABC hất kĩ với BC ~ a, CA = h, AB = c tứ cố : 

a 1 - b 2 + c 1 - 2bc cosA ; 
h 2 - ứ 2 + c 2 - 2ac cosB ; 
c 2 - (? + b 2 - 2 ab cớsC. 


2 Hãy phát biểu định lí côsin bằng lời, 

3 Khi ABC ỉà tam giác vuông, định lí cổsin trở thành định lí quen thuộc nào ? 

Từ định lí côsin ta suy ra : 

Nệ quả 



c) Áp dạng . Tính độ dài đường trung tuyến của tam giác. 

Cho tam giác ABC có các cạnh BC = a , CA = h và AB = & Gọi m a , ỉĩĩỊy và 

m c là độ dài các đường trung tuyến lần lượt vẽ từ các đỉnh Ay B và c của 
tam giác. Ta có : 



Hỉnh 2.13 



Thật vậy, gọi M lã trung điểm của cạnh BC, áp dụng định lí côsin vào tam 
giác AMB ta có : 





- ac cos B 


Vì co sB = 


a 2 +c 2 -b 2 


2 ac 


2 .2 
ìĩig = c + 


nên ta suy ra ị 


a 


-ac . 


ã 1 + c 1 - b 


2 {b 2 +c 2 )-a l 


2 ac 


Chứng minh tương tự ta có : 

2 2(đ 2 +c 2 )-6 2 

m b= - ,- 


2 2(a 2 +b 2 )-c 2 


m c = 



Cho tam gỉác 48C cố 3 = 7 cm f b - 8 cm và c = 6 cm. Háy tính độ dài đường trung 
tuyến m của lam giác ABC dã cho. 


đ) Ví đạ 

Ví dụ 1 . Cho tam giác ABC có các cạnh AC - 10 cm, BC = Ỉ6 cm và góc 



c = 110°. Tính cạnh AB và các góc A % B của tam giác đó. 


GiẢi 

Đặt BC = aỉ CA - by AB = c\ 
Theo định lí côsin ta có : 


c 2 - a 2 ■¥ b 2 - 'lah cos c 



Hình 2.14 



Theo hệ quả định lí cỡsin ta có : 

■ M L 

_, b ĩ +c 2 -a 2 10 2 +(21,6) 2 -16 2 

cos A = —— -— »-_i: ‘Mi— ’•_» 0,7188. 


2bc 


2.10.(21,6) 


Suy ra Ền 44°2\ ê = 180° - M+C) = 25°58\ 

Ví dụ 2. Hai lực /| và /2 cho trước cùng tác dụng lẽn một vật và tạo thành 
góc nhọn Ị/j > /2 Ị ặ. Hắỵ lập công thúc tính cường độ cưa hợp lực s . 


GIẢI 


Đặt AB ~ /| , A.D = /2 và ve hình 
binh hành ABCDQi.lAS). 

Khí đó ÃC = ÃB + ÃD = ]Ị + f2=s. 


B 


Vậy 


í 


ACÌ - II + / 2 



Hinh 2,15 


Theo định lí côsin đối vớì tam giác ABC ta có 


AC 2 = AĨV + BC 2 - 2AB.BC. cos B , 


hay 


ỉ| 2 = 


ĩ| 2 + |/í | 2 - 1 |/i I •I/21 • cos(l80° -a). 


Do đó 


s 


= J/i 2 +Ề 2 +2|/j|.UUosa:, 


Định lí sln 

5 Cho tam giác ABC vuông ở A nội liếp trong dường tròn bán kính R vã cố BC = a, 
CA = ò, AB = c, Chứng minh hệ thức: 

8 b c _ 

-777 = -™^ = - 77 - =2 R. 

sin/4 sinB sinC 

Đối với tam giác ABC bất kì ta cũng có hệ thức trên. Hẻ thức này được gọi tà 

định Ị í sin trong tam giác. 




a) Định ỉỉ sin 


Trong ỉam giác ABC bấỉ kỉ vôi BC = ũ, CA - b, AB = c vệ R 
ỉà bán kỉnh đường tròn ngoại tiếp, ta có 

r----- - 

-2- = , h - * -S- = 2R. 

sin A sin B sin c 


CHÚNG MÌNH. Ta chứng minh hệ thức —= 2 R. Xét hai trường hợp : 

sin A 

• Nếu góc A nhọn, ta vẽ đường kính BD của đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC và khi đó vì tam giác BCD vuống tại c nên ta có BC = BD. sin D hay 
a = 2/?. sin D (h : 2.16a). 

Ta cỏ BAC = BDC Vi đó là hai góc nội tiếp cùng chắn cung BC . Đo dó 

a - 2R. sin A hay = 2 R. 

sin /1 




* Nếu góc A tù, ta cũng vẽ đường kinh BD của đường tròn tâm o ngoại tiếp tam 
giác ABC (h.2.1ób). Tú giác ABDC nội tiếp đường tròn ĩãm ồ nên 

D = 180° -A. Do dó sin£> = sin( 180° - A ). Ta cũng có BC = BD .sin D hay 
a -BD,sin A. 

Vậy a — 2/?SẼII A hay — - 2 R. 

sin A 



Các dẩng thức — = 2 R và ——— = 2R dược chứng minh tương tự, 

sin B sinC ■ 

x . , a b c 

Vậy ta có ——— = - ~ = 2 R, 

siny4 sin B sinC 

6 Cho tam giác déi! ABC có cạnh bằng a. Hãy tính bán Kinh dường tròn ngoại tiếp tam 
giác đố. 


b) Ví dụ . Cho tam giác ABC có B = 20°, c = 31° và cạnh b - 2Ỉ0 cm. Tính 
A , các cạnh còn lại và bán kính R của dường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 

GIÀ! 



Hỉnh 2.17 


Ta có í ■= 180° “(20° + 31°), do đó A - i29° (h,2.17). 


Mặt khác theo định lí sin ta có : 


a 


b 


sin A sin B sinC 


= 2 R 


( 1 ) 


T|VÍ |V I111M „ búnA 210.sin 129° 
l ừ (1) suỵ ra a = ' =-——-— ~ 477,2 (cm). 


sin 


sin 20° 


_ ủsinC 210.sin3l° _ 

c - ——— =-——-» 316,2 (cm). 


SỉĩìB 


sin 20° 


R = 


a 


477,2 


2'sin/t 2. sin 129° 


= 307,02 (cm). 



3. Cong thức tinh dỉện tích tam giác 

Ta kí hiệu h a , hị, và h c tà các đường cao của í am giác ABC lần lượt vẽ từ 
các đỉnh Ể. , B, c và s là diện tích tam giác đó. 

4 7 Hãy viết các cồng thức tính diện tích tam giác theo một cạnh và đường cao tương ứng. 

Cho tam giác ABC có các cạnh BC - úy CA — by ÀB — c, 

Gọi R và lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác và 

_ a + b + c x ,_, . . ._ 

p =--- la nưa chu VI cua tam giác. 


Diện tích s cùa tam giác ABC dược tính theo một trong các công thức sau 



Ta chứng minh công thức (1). 


Ta đã biết 5 = --ah c với h a — ẢH - /4CsinC = ốsinC (kể cả c nhọn, tù hay 
vuông) (h.2.18). 



Hinh 2.18 




Do đó5= —absìnC. 

2 

Các công thức s y-bcsỈTi A và s - - “Cữ sin B được chứng minh tương tự, 

2 2 


À 

& 


8 ũựa vào công thức (1) và định lí sin, hãy chứng minh s = 


9 Chứng minh công thức s = pr {h.2.19). 


abc 

1r 



Hình 2.19 



Ta thừa nhận công thức Hê-rông. 

Ví dụ 1. Tam giác ABC có các cạnh ữ - 13 m, b ~ 14 m và c = 15 m 

a) Tính diện tích tam giác ABC ; 

b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC , 

GIẢI 

a) Ta có p = ^(13 + 14 + ] 5) = 21. Theo công thức Hê-rông ta có : 

s = /21(21-13X21-14X21-15) = 84 (m 2 ). 

, . , . , s 84 

b) Ap dụng còng thức s - pr ta có r ~ — — — - 4, 

p 21 

Vậy đường tròn nội tiếp tam giác ABC có bán kính là r = 4 m. 


Từ công thức s = 


ữbc 

4Ã 


D _ ahc 13.14,15 ớ , 

Rw-^ r = ‘vj = 8,125 m . 
45 336 


ĩa cố 




Ví dụ 2. Tam giác ABC có cạnh ã — 2^3 , cạnh b = 2 và c = 30°. Tính cạnh c, 
góc j 4 và diện tích tam giác đó. 

GiẢỉ 

Theo định lí côsin ta có 

Jị 

c 1 - a 2 + b 2 -ĩabcosC - 12 + 4 - 2.2^3.2.^- =4. 

2 

Vặy c = 2 và tam giác ABC có /4Ổ - A€ = 2. Ta suy ra B = c = 30°, 

Do đó Ầ = 120°. 

Ta có 5 - ị ớcsinồ = “• 2*73,2 * ị = a/ 3 (đon vị diện tích). 

2 2 2 

I 

Giải tam giác và ống dụng vào việc do đạc 

ữ) Giẩi tam giác 

Giải tam giác là tìm một số yếu tố của tam giác khi cho biết các yếu tố khác. 



Hình 2.2Ỡ. Giác kế dùng dể ngắm vá đo đạc 


Muốn giải tam giác ta thường sử dụng các hệ thức dà được nêu lẽn trong 
định lí côsin, dinh ỉ í sin và các công thức tính diện tích tam giác. 








Ví dụ 1. Cho tam giác ABC biết cạnh a - 17,4 m, 8 = 44°3Q' và c =64°. 
Tính góc A và các cạnh b t c. 


GiẢI 

Ta có Ã = ỉ80° - c B + c ) = 180° - (44°3CT + 64° ) = 71°30\ 

Theo dinh lí sin ta có a = b — = , C —, 

sin A sin ổ sinC 


do đó 


, ưsinfl 17,4,0,7009 m A ^ 
b=——— *=—r 1 '-’-.;”:—- = 12,9 (m) 
sin 4 0,9483 



a sin c __ 17,4.0,8988 
Sìn 4 0,9483 


16,5 ỉm). 


isr Ví dụ 2. Cho tam giác ABC có cạnh a - 49,4 cm, ủ = 26,4 cm và c = 47 ỡ 20' 


Tính cạnh c, A và B . 


GiẢÍ 

Theo định lí côsin ta có 

ri 

c 2 - ứ 2 + ố 2 - 2ứb cos c 

« (49,4} 2 + (26,4) 2 - 2.49,4.26,4,0,6777 = 1369,66. 
Vậy c = >/l369,66 = 37 (cĩìì). 


Ta có cos .4 = 


b 2 +c 2 -* 2 

2Í>C 


697 + 1370- 2440 
2.26,4.37 


«-0,191. 


Như vậy A lằ góc tù và ta có A ~ 101° , 

Do dó B = 180° - (ĩ + C) « 180° —(101° + 47°20') = 31°40 / , 


Vậy ỗ « 3 i°40 / . 


Ễf Ví dụ 3. Cho tam giác ABC có cạnh a — 24 CIĨ 1 , 6 ~ 13 cm và c — 15 cm, 
Tính diện tích s của tam giác và bán kính r của đường tròn nội tiếp. 





0,4667, 


GIẢ! 

Theo đinh lí côsíĩì ta có 

+ 

.... b 2 +c 2 -ữ 2 169 + 225-576 

cos A =-——— =- ——— - « - 

2 bc 2,13.15 

như vậy A ỉà góc tù và ta tính được A 117°49’ sinẨ — 0,88. 

„ _ 1 . ỉ _ _ 2 

Ta có s = “-&csiĩìA S5 — .13.15.0,88 = 85,8 (cm ). 

2 2 


' _ 5 24 + 13+15 

Ap dụng cỡng thức s = pr ra có r - —, Vì p - -—- = 26 nồn 

p 2 

_85,8_,, , . 

r m —— = 3,3 cm . 

26 


b) ứng dạng vào việc ẩũ đạc 

Bài toán 1 „ Đo chiều cao của một cái tháp mà khổng thể đến được chân tháp. 

Giả sử CD = h là chiều cao cùa tháp trong đó c là chân tháp. Ghọn hai điểm 4, B 
trên mặt đất sao cho ba điểm 4, B và c thảng hàng. Ta đo khoảng cách AS và 

các góc CAD , CBD, Chẳng hạn ta đo được AB = 24 m, CAĐ-a- 63°, 
CBD - /3 = 48°. Khi đó chiểu cao h của tháp được tính như sau : 



Hĩnh 2 .21 





Ap dụng định lí sin vào tam giác ABD ta có 

AP _ ÁB 
sin p sin D 

Ta có a = D + p nên D - a- = 63° - 48 ' = 15 \ 


_ ,, . _ AB sin ậ 24sin 48° 

Do đó AD - . = 68,91. 

$ia{a-fì sin 15° 

Trong tam giác vuông ACD ta có /z = CD = 4Dsin ỚT = 6 1 ,4 (m) 


Bài toán 2. Tính khoảng cách từ một địa điểm trên bờ sông đến một gốc 
cây trên một cù lao ỏ giữa sông, 

Để đo khoảng cách từ một điểm A trên bờ sông đến gốc cây c trên cù lao 
giữa sông, người ta chọn một điểm B cùng ở trên bờ vói A sao cho từ A và B 

có thể nhìn thấy điểm c Ta đo khoảng cách AB, góc CAB và CBA. Chẳng 
hạn ta đo được AB = 40 m, CAB -a- 45°, CBÀ = p — 70°. 



Hình 2.22 


Khi dó khoảng cách AC được tính như sau : 
Áp dụng định lí sin vào tam giác ABC * ta có 



AB 


sin 5 sinC 


(h.2.22). 














Vì sinC = sin(ớf + /Ợ) nên AC - 


AB Ún 0 40, sin 70° 

sin (a + sin 11 5° 


41,47 (m). 


Vậy AC # 41,47(m). 


\ 


Câu hỏi và bài tập 


1, Cho lam giác A8C vuồrsg tại A, B = 58° và cạnh a = 72 cm. Tính € , cạnh ò, 
cạnh c và đường cao h a . 

2, Cho lam giác ABC biết các cạnh a — 52,1 CIĨ1, h = 85 cm và c = 54 cm, Tính 
các góc .4 , B vầ c. 

3* Cho tam giác ABC cố A ~ 120°, cạnh b - 8 cm và c = 5 cm. Tính cạnh a, vạ 
các góc B , c của tam .giác đó. 

4, Tính điện tích s của tam giác có số' đo các cạnh lần lượt là 7, 9 và 12. 

5, lầm giác ABC có 4 = 120°. Tính cạnh BC cho biết cạnh ẠC = m và 

AB = n, 

6, Tam giác ABC có các cạnh ũ = 8 cm, b = 10 cm và c = 13 cm. 

a) Tam giác đó có góc tù không ? 

b) Tính độ dài trung tuyến MA của tam giác ABC dó. 

7* Tính góc lớn nhất của tam giấc ABC biết 

a) Các cạnh a — 3 cm, b = 4 cm và c = 6 cm ; 

b) Các cạnh a sa 40 cm, b= 13 cm và c = 37 cm. 

8. Cho tam giác ABC biết cạnh a = ] 37,5 cm, B - 83° và c = 57° . Tính góc 4, 

bán kính R của đường tròn ngoại tiếp, cạnh b và c của tam giác. 

9. Cho hình bình hành ABCD có AB = ứ, BC = b, BD = m và AC = n, Chứng 

minh rằng mr + rí 2 - 2(a'* 4- b 2 ). 



10, Hai chiếc tàu ihuỷ p và Q cách nhau 300 m. Từ p và Ổ thảng hàng với chân A 
cùa tháp hải đống AB ở trên bờ biển người ta nhìn chiểu cao AB của tháp dưới 

các góc BPÀ =35° và BQA = 48°. Tính chiều cao cua tháp. 

11. Muốn đo chiều cao cùa Tháp Chàm Por Klong Garai ợ Ninh Thuận (h.2.23), 
người ta lấy hai điểm A và B trên mặt đất có khoảng cách AB = 12 m cùng 
thẳng hàng với chân c của tháp để đạt hai giác kế (h,2.24). Chân của giác kế 

có chiều cao h = 13 m. Gọi D là đỉnh tháp và hai điểm Aị , Bị cùng thẳng 
hàng với Cị thuộc chiều cao CD của tháp. Người ta đo được ZM|Cị = 49° và 
ĐBịCị = 35°. Tính chiểu cao CD của tháp đó. 



Hình 2.23 


Hình 2.24 







Rgười ỉa dã đo hhoảng cách 


giữa Trái Đấí và Hĩặt Trăng như thế nào Ỹ 


Loài người đã biết được khoảng cách giữa 
Trái Đất và Mặt Tràng cách đây khoảng 
hai ngàn năm với một độ chính xác tuyệt 
vòi lá vào khoảng 384 000 km. Sau đó 
khoảng cách giữa Trái Đất vả Mặt Trăng 
đã đươc xác lâp môi cách chắc chắn vào 

r m " r 

năm 1751 do một nhà thiên văn người 
Pháp là Giô-dep LsHărig Ụoseph 
Lalanơe, 1732-1807) và một nhà toán 
học người Pháp là Ni-cô-la La-cay 
(Nicolas LacaiBe, 1713-1762). Hai ông đa 
phối hợp tổ chức đứng ỏ hai địa điểm rất 
xa nhau, một người ở Bec-lin gọi ỉà điểm 
A, còn người kia ở Mũi Hảo Vọng (Bonne- 
Espérancs) một mũi đất ở cực nam châu 
Phí, gọi là điểm B (h, 2.25). Gọi c lồ một 
điểm trên Mặt Trăng. Từ A và B người ta 
đo và tính được các góc A, 8 vè cạnh AB 
cửa tam giác ABC. 

Trong mặt phảng (ABC), gọi tia Ax là 
đường chân tròi vẽ từ đỉnh A và tia By ià 
đường chân trời vẽ từ đĩnh B. Kí hiệu 

Cí = CAx , 0 ■- c&y . 

Gọi o là tàm Trải Đất, ta có : 

u - xAẾ = y&A - ^-AOB . 

2 

Tam gìéc ABC có Ầ = ữ + u, B = ậ T u. 


Mặt Trăng 


H 





Hình 2.25 


Vì biểt độ dài cung AĐ rốn ta tính được góc AOB và do đó tinh được độ dài cạnh 
AB. Tam giác ABC được xác định vỉ biết "góc - cạnh - góc" của íam giác đó. Từ đó 
ta có thể tinh được chiểu cao CH của tam glảc ABC là khoảng cách cấn tìm, Người 
ta nhận thấy rằng khoảng cách này gần bằng mười lắn độ dài xích đạo của 
Trải Đất (- 10 X 40 €00 km). 



ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I, CẢU HỎĨ VÀ BÀ! TẬP 

1. Hay nhắc lạt định nglíĩa giá trị íưọng giác của một góc a với 0° < <2 < ] 80°. 
Tại sao khi a là các góc nhọn thì gìá trì lượng giác này tại chính là các tỉ số 
lượng giác đã được học ở lớp 9 ? 

2, Tại sao haí góc bù nhau lạì có sin bằng nhau và côsin đối nhau ? 


3. Nhác lại định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ a và b . Tích vố hướng này 
với a và ồ không đổi đạt giẩ trị lớn nhất và rihỏ nhất khí nào ? 


4, Trong mặt phẳng Qxy cho vectơ ữ - (—3 ; 1) và vectơ b = (2 ; 2), hãy tính 
tích vô hướng a.h. 

5 , Hãy nhác lại định lí cổsin trong tam giác. Từ các hệ thức này hãy tính COS/4, 
cos B và cos c theo cấc cạnh của tam giác.. 

6. Từ hệ thức ũ 2 = o 4- é 1 - 2bc cos A trong tam giác, hãy suy ra định lí py-ta-go, 

7. Chứng minh ràng với mọi tam giác ABC % ta có a — 2R sin /4, b - IRsinBy 
c = 2/?sinC, trong đó R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 


8, Cho tam giác ABC, Chứng minh rằng : 

a) Góc A nhọn khi và chỉ khi a 2 <b 2 + c 2 ; 

b) Góc A tù khi và chỉ khi a 2 > b 2 + c 1 ; 

c) Góc A vuông khi và chỉ khi a 2 = b l + c 2 . 


9. Cho tam giác ABC có A = 60°^ BC — 6. Tỉnh bán kính đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đó. 

10. Cho tam giác ABC có o = 12, b - 16, c = 20. Tính diện tích s của tam giác, 
chiều cao các bán kính /?, r của các đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam 

giác và đường trung tuyến m ở của tam giác. 


11. Trong tập hợp các tam giác có hai cạnh là ã và hi tìm tam giác có diện tích 
lớn nhất. 



II. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Trong các dẳng thức sau dây dẳng thức não ià dúng ? 

"/? 

(A) sin 150° - -~z~ ; (B) C( 

2 


(B) cosl50° = 


ầ 


(C) tan 150°= - 


S' 


(D) cot!50° = 


Cho a và 0 là hai góc khác nhau và bù nhau, 
đẳng thức nào sai ? 

(A) sina = sin ậ ; 

(C) tana = - tan 0 ; 


Trong các đẳng thức sau dây, 

(B) cosứr= — cos j3: 

(D) cota= coí 0. 


3. Cho a là góc tù, Điéu khẳng dịnh nào sau đây là đúng ? 

(A) sin a< 0 ; (B) cosỡr > 0 ; 

(C) tan a< 0 ; (D) CGtứr> 0. 

4. Trong các khẳng định sau đây, khảng định nào sai ? 

(A) cos45° = sin 45° ; (B) co$45° = sin 135°; 

(C) cos30° = sin 120° ; <D) sìnóO 0 = cos 120°. 

5. Cho hai góc nhọn a và 0 trong dó a < 0. Khẳng định nào sau dây là sai ? 


(A) CQ$ a < cos ậ ị 

(C) ữ + /3 = 90° cos a - sin 0 ; 


(B) sin ỚT < sin p \ 
(D) tanỡf + tan /?> 0 ] 


Tam giác ABC vuông ở A và có góc B = 30° . Khẳng định nào sau đây là sai ? 


(A) cos B - 


à' 


(B) sinC = 


s 


(C) cosC - -7 ; 

2 


(D) sin B~-~ 

2 


Tam giác đều ABC có dường cao AH . Khẳng dịnh nào sau đây là đúng ? 

„ /3 _. 

(A) sin BAH =-^~ ; (B) cos BAÊ - -U ; 

2 M 


s 


_ , s 

(C) sin ABC = 


_ i 

2 ; 


(D)sìn AHC = ị- 

2 



8 . Điều khẳng định nào sau dây là đúng ? 

(A) sinơ = $ìn(180° - ơ) ; 

(C) tanor= tan(180° - a ); 


(B) cosor= cos(18Ũ° - a ); 
(Đ) cotỡr = cot(180° - a). 


9, Tim khảng định sai trong các khang định sau đây : 


(A) cos35° > cos 10°; 
(C) tan45° < tan 60°; 


(B) sinóO° < sin80° ; 
(D) cos45° * sin45°. 


10. Tam giác ABC vuông ÒA và cố góc B - 50°. Hệ thức nào sau đãy là saì ? 


(A) [aB,Bc)~ 130° ; 

(C) (Ãã. cè) = 50° ; 


(B) ( BC, Ăc) = 40°; 

(D) [Ãc, Cb)= 120 °. 


11. Cho a và b là hai vectơ cùng hướng và đều khác vectơ 0 . Trong cấc kết quả 
sau dây, hãy chọn kết quả đúng. 


(A) ỡ. l=\M > 
(C) ứ. b = -1 ; 


(B) ứ,b = Ọ ; 

(D) a. b = — a . b 


12 . 


Cho tam giác ABC vuông cân tại A có AB - AC - 30 cm. Haỉ đường trung 
tuyến BF và CE cắt nhau tại G. Diện tích tam giác GFC là : 


(A) 50 cnr ; 
(C) 75 cm 2 ; 


(B)50>/2 cm 2 ; 
(D) 15VĨÕ5 cm 2 , 


13. Cho tam giác ABC vuông tại A có AB - 5 cm, BC = 13 cm, Gọi góc ABC = u 
và ACB = p. Hàỵ chọn kết luận đúng khi so sánh a và p : 


(A) ịỳ> ữ; 

(C )ậ=a; 


(B) 0< a\ 
(D) a<fi. 


14. Cho góc xOy = 30°. Gọi A và B là hai điểm dí dộng lấn lượt trên Ox và ỡy 
sao cho AB - 1, Độ dài lớn nhất của đoạn OB bàng : 


(A) 1,5; 


(B) -ã ; 


(Q 2v2 ; 


(17) 2. 



15. Cho tam giác ABC c6BC~ữ ,CA = b,AB = c. Mệnh đề nào sau đỗy là đúng ? 

(A) Nếu b 2 + c 2 - a 2 > 0 thỉ góc A nhọn ; 

(B) Nếu b 2 + c 1 - ữ >0 thì gốc A tù ; 

(C) Nếu ệ 2 + c 2 "ứ 1 <0 thì góc A nhọn ; 

(D) Nếu b 1 + c 2 - a 2 <0 thì góc A vuông. 

16. Đường tròn tãm ọ có bán kính R = 15 cm, Gọi p là một điểm cách tầm o một 
khoảng PO = 9 cm. Dây cung đi qưa p và vuông góc với PO có độ dài là : 

(A) 22 crn ; (B) 23 cm ; |C) 24 cm ; (D) 25 cm. 

17. Cho tam giác ABC có AB = 8 cm, AC = 18 cm và có diện tích bầng 64 crrr. 
Gíá trí sin A lầ : 

ử 

CA) Y ; (B) I ; CO Ị ; (D) 

18. Cho hai góc nhọn a và $phu nhau. Hệ thức nào sau đẫy là sai ? 

(A) sin a = -cos ậ ; (B) cos a - sin 

m 

(C) tan a - cot 0 ; (D) cot a - tan ậ. 

19. Bất đảng thức nào dưtri đây là đúng ? 

(A) sin 90° < Siniso 0 ; (B) sin 90°Ỉ5' < sin 90°30'; 

(C) cos 90°30’ > cos 100° ; (D) cos 150° > cos 120°. 

20. Cho tam giác ABC vuông tại .4. Khẳng định nào sau đây là sai ? 

(A) ÃB.ÃC < BA.BC ; (B) 4C.CS < 4C.SC ; 

(C) 4 B BC < C4.CS ì (D) 4C.SC < SC.4S. 

21. Cho tam giác ABC cố AS = 4 cm, BC = 1 cm, C4 = 9 cm. Giá trị cos A là í 

(A)|; mị-, (C)-|; (D)i- 

22. Cho hai điểm 4 = (1 ; 2) và s = (3 ; 4). Giá trị cùa Ãs là : 

(A) 4 ; (B) 4^2 ; (C) 6 &; 


(D)8. 



23, Cho hai vectơ ỡ — (4 ; 3) và b = (1 ; 7), Góc giừa hai vectơ 'ú về. ế là : 

(Á)90° ị (B)60°; 

(C) 45° ; (D) 30°. 

24. Cho hai dìểm M-{\ \ -2) và N = (-3; 4). Khoảng cách giữa hai điểm M và N là: 

(A) 4 ; (B) 6 ; 

(C) 3^6 ; (D) 2%/Ĩ3. 


25. Tam giác ABC có 4 = (-1 ; 1);B = (1 ;3)vằC = (l 

Trong các cách phái biểu sau đây, hãy chọn cách phát biểu đúng, 

(A) ABC là tam giác có ba cạnh bằng nhau ; 

(B) ABC là tarn giác có ba góc đểu nhọn ; 

(C) ABC là tam giác cân tại B (có BA - BC ); 

(D) ABC là tam giác vuông cân tại Ạ. 

r 

26, Cho tam giác ABC có A - (10 ; 5), B — (3 ; 2) và c = (6 ; -5), Khẳng định nào 
sau đây là đúng ? 

(A) ABC là tam giác đều ; 

(B) ABC là tam giác vuông cân tại B ; 

(C) ABC là tam giác vuông cãn tạí A ; 

(D) ABC là tam giác cổ góc tù tại A. 


27. Tam giác ABC vuòng cân tại A và nộì tiếp trong đường tròn tấm ỡ bán kính /?. 

R 

Gọi r là bán kính đường tĩòn nội tiếp tam giác ABC. Khí đó ti số — bằng : 

r 




28. Tam giác ABC có AB = 9 cm, AC = 12 cm và BC = 15 cm. Khi dớ đường 
trung tuyến AM của tam giác có độ dàì là : 

(A) 8 cm ; (B) 10 cm ; 

(C) 9 cm ; (D) 7,5 cm. 



29. Tam giác ABC có BC = ữ, CA - b, AB ^ c và có diện tích 5. Nếu tâng cạnh 
BC lên 2 lần đổng thời lãng cạnh CA lẽn 3 lần và giừ nguyên độ lớn cua góc 

c thì khi đó diện ĩích của tam giác mới dược tạo nên hầng : 

(A)2S; (B)35; (C) 45; (D) 65. 

30, Cho tam giác DEF có D£ = Di = 10 cm và EF - 12 cm, Gợi / là trung điểm của 
cạnh EF. Đoạn thẳng Đỉ có độ dài.là ; 

(A) 6,5 cm ; (B) 7 cm ; (C) 8 cm ; (D) 4 cm. 



Hgười tìm ra sao lỉải Vương (Beptune) 
chỉ nhờ các phép tinh về quỹ dạo các hành tinh 

Nhà thiên văn học Ư-banh Lợ-ve-ri-ê 

■ 

{Urbain Leverrìer, 181 TI 877) sình ra 
trong một gìa đỉnh cồng chức nhỏ tại 
vùng Noóc-măng-đi nước Pháp- Ông học 
ở trường Bách khoa vả được giữ lại tỉếp 
tục sự nghiệp nghiên cứu khoa học và 
giảng dạy d đó. ồng đâ say sưa thích thú 
tính toán chuyển động của các sao chổi 
vồ của các hành tinh, nhất là sao Thuỷ 
(Mêrcure). Vớì những thành tích nghiên 
cứu khoa học xuất sếc về thiên văn học, 

* I 3 

ông được nhặn danh hiệu Viện sĩ Hàn 
lâm Pháp khỉ õng tròn 34 tuổi. 

Vào thời k? bấy giờ, các nhà thiên văn 
đang tranh luận sôi nổí về "điều bỉ mật 1 ' 




của sao Thiên Vương (Uranus) vì hành tinh này không phục tùng theo những định 
luật vể chuyển động của các hảnh tinh do Gìò-han Ké-ple Ụohannes Kepter, 
1571-1630) nêu ra và không theo đúng định íuậl vạn vật hấp dần của 1-săc NỉU“tơn 
{/saac Nevvton, 1642-1727). Điều hí ẩn là vị trí của sao Thiên Vương trên bầu trời 
không bao giờ phù hợp với những tiên đoản dựa vào các phép tính của các nhà 
thiên vãn thời bấy giờ. Nhà thiên vãn học trẻ tuổi Lơ-ve-ri-ê muốn nghiên cứu tìm 
hiểu đsều bí ẩn này và tư đặt câu hỏi tại sao sao Thiên vương lại không tuân theo 
những quy luật chuyển động của các íhiên thể. Một số nhà thiến vãn thời bấy giờ 
đã dự đoán rằng con đường đỉ của sao Thiên vương bị sức hút của sao Mộc 
Ụupiter) hay sao Thổ (Saturne) quấy nhiễu. Khì đó riêng Lơ-ve-ri-ê đã nêu lên một 
giả thuyết hết sức tảo bạo, dựa vào các phép tính mà ông đỗ thực hiện, ông cho 
rằng sao Thiên Vương không ngoan ngoãn theo tiên đoán của các nhà thiên văn 
có lê do bi ảnh hưởng bởi môt hãnh tinh khác chưa được biết đên è xa Măt Trời hơn 

■ "bbT r Ị T 

sao Thiên Vương. Hành tinh nảy đã tác động lên sao Thiên Vương làm cho nó có 
những nhiễu loạn khó cỏ thể quan sát được. Lơ-ve-ri-ê đã kiên phẫn tính toán làm 
việc trong phòng suốt hai tuần liền, với biết bao cởng thức, nhìn vào ai cũng cảm 
thấy chóng mặt. Cuối cùng chì dựa vào thuần tuý các phép tính, Lơ-ve-ri-è xác 
nhận rằng có sự hiện diện của một hânh tính chưa biết tên. Vào thời gian đó, ồ 
Pháp vì đài Thiên vãn Pa-ri không đủ mạnh, nên không thể nhìn được hành tinh đó, 
Ngay sau đó, Lơ-ve-rhê phải nhờ nhà thiên vãn Gan ( Gaiíe ) d đài quan sát Bec-lin 
xem xét hộ. Ngày 23 tháng 9 năm 1846, Gan đã hướng kính thiên vân vể khu vực 
bẩu trời đã được Lơ-ve-r'hê chì định và vui mừng tìm thấy một hành tinh chưa có tên 
trẽn danh mục. Như vậy sức mạnh của tài nâng con người lại được thể hiện một 
cách xuất sắc qua việc khám phá ra hành tinh mới nảy. Mọi ngưởì đểu thán phục, 
chúc mừng cuộc khám phả thành cồng tốt đẹp này vầ cho rằng Lơ-ve-ri-ê đã phát 
hiện ra một hành tinh mới chỉ nhờ vào đẩu chiếc bút chi của minh (!). Đây là một 
bài toán rất khố, nó không giống bài toán tim ngày, giở, địa điểm xuất hiện nhật 
thực, nguyệt thực VỄ các chi tiết chỉ biết phỏng chừng thông qua các nhiễu loạn, do 
tốc động của một vật chưa biết, người ta cần phải tìm ạuỹ đạo vá khối lương của 
hành tinh đố, cần xác định được khoảng cách của nó tớí Mặt Trời và các hành tinh 
khác v.v... Hành tinh mới này được đặt tèn là sao Hải Vương (Neptune). Cũng vào 
thời điểm đó nhà thiên vãn học người Anh là A-đam (Adam) cung phát hiện ra hành 
tinh đó và người này không biết đến cõng trình của người kia. Tuy vậy, Lơ-ve-ri-ê 
vẫn được xem là người đắu tiên phát hiện ra sao Hả Ị Vương và sau đó ông được 
nhận học vị Giáo sư Đại học Xoóc-bon đồng thời được nhận Huy chương Bắc đẩu 
bội tinh. Năm 1853 Ư-banh Lơ-ve-ri-ê được Hoàng đế Na-pô-lê-ông {Napoléon) Đệ 
Tam phong chức Giám đốc Đài quan sát Pa-rl. ông mất nâm 1877. Các nhà thiên 
ván học trên thế giới đâ đánh giả cao phát mình quan trọng nảy của Lơ-ve-ri-ê. 
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§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THĂNG 


Vecto chỉ phương của đưòng thang 

_ 1 
Trong mặt phang Oxy cho đường thẳng A là đồ thị của hồm số y = -7 X, 

a) Tỉm ìung độ của hai điểm và M nàm trên A, có hoành đồ lần lượt là 2 và 6. 


b) Cho vecíơ u = (2; 1). Hãy chứng tỏ M Q M cùng phương vén u. 



Hình 3.2 


j Định nghĩa 

i Vecĩỡ li được gọi ỉậ vectơ chi phương của ẩườìĩg thẳng A nếu 

. )b 

1:1 ít * 0 vá giá của li song song hoặc ỉ rùng với A. 


Nhận xét 

- Nêu u là một vectơ chỉ phương của đường thẳng A thì ku (k -£ 0) cũng íà 

một vectơ chỉ phương của A. Do đó một dường thẳng có vô số vectơ 
chỉ phương. 

- Mộĩ đường thẳng hoàn toàn được xác định nếu biết một điểm và một vectơ 
chỉ phương của đường thẳng đó. 








Phương trĩnh tham số của dưòng thẳng 


a) Định nghỉữ 

Trong mặt phẳng Oxy cho dường tháng ủ di qua điếm A/ 0 (a 0 ; y ứ ) và nhận 
M — {liị ; U ')) làm vectơ chỉ phương. Với mồi điếm M\X ; y) bất kì trong mặt 

phẳng, ta có MJ4 - ịv - A‘ 0 ; y - V’ 0 ). Khi dó 
Me A ^ M M cùng phương vỏi u v^> M M - tu 







< 








y - y Q = /&, 

A' = A’ + ĨU { 

V = > n + nt 



Hệ phương trĩnh (1) được gọi í à phương trình ỉ ham số cha đường thảng A, 
trong dó ỉ là ỉ ham sô\ 

Cho / một giá trị cụ thể thì ta xác dịnh được một diểm trên đường thảng A. 


2 Hãy tìm một điểm có toạ dộ xác định và một vectơ chỉ phương của đường thẳng có 
phương trinh tham số 

Ịx = 5-6f 

,y -2+8Í. 

b) Liên hệ giữa vectơ chỉphương và hệ sốgóc cua âườìig thẳng 
Cho đường thẳng A có phương trình tham số 

X = .V + tu 

[>’=v 0 +/« 2 . 


Nếu Uị * 0 Ịhì từ phương trình tham số cua A ta có 





y - >0 = nt 2 



ỉh , 

suy ra y- V = — (v-A' 0 ). 

"I 


Đặt k - — ta được y - y 0 - k(.\ - J 0 j. 



Gọi A là giao điếm của ả với trục hoành, Av (à tìa thuộc A ở vé nửa mặt 

i i - L ■ r 

phẳng to ạ độ phía trên {chứa tia ỡy). Đặt a - -vAv, ta thấy k = tan#. Số k 
chính là Ììệ số góc cũa đường thẳng À mà ta đã biết ở lớp 9. 


Như vậy nếu đường thẳng A có vectơ chi phương M = (íí| ; «2 ) với lỉ ^0 thi 

., , , //-, 

Ạ có hệ số góc k - — ■ 

"t 

& 3 Tính hệ sô góc của dường thẳng d có vectơ chỉ phương là ư = (-1; v3). 



Ví dụ. Viết phương trình tham số cùa dường thảng d đi qua hai điếm A(2 ; 3) 
và B(3 : ì ). Tính hệ sô góc của d. 


Gỉ Ải 


-h 

Vì cì đi qua A và B nên d có vectơ chí phương ÁB = (í ; -2) 


Phương trinh tham số của d là 


.V -2 +ỉ 

v = 3-2/ 


Hệ số góc của d là k = 


u. 




= _? 

■ ¥ 


li 


1 



3. Vectơ pháp tuyến của dương thảng 


A , _ _., . , f , _ fx = -5 + 2í ± _ - 

=4 Cho đường íhắng A có phương trĩnh < 4 và vectơ n = í 3 ; -2). Hãy 

Ih 


ỵ = 4 + 3f 


chứng tỏ n vuông góc với vectơ chỉ phương của A. 

ự Định nghĩa 

?! V cao tỉ được gọi lổ vectơ pháp tuyến của dường thẳng A nếu 
lì £ 0 M. lĩ vuông góc với vecỉơ chỉ phương của A. 


Nhận xét 

- Nếu tì là một vectơ pháp tuyến cùa đường thảng A thí kn (k £ 0) cũng 

là một vectơ pháp tuyến của A. Do dó một dường thang có vô sô vectơ 
pháp tuyến. 

- Moi dường thẳng hoàn toàn dưoc xổc đinh nếu biết môt điểm và môt veetơ 

■ L . ^ ■*!__ - I I ■ 

pháp luyến của nó. 



Phương trình tổng quát của đương thảng 


Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho đường 
thẳng A di qua điểm MẨXq : y 0 ) và nhận 

tì (a ; h) làm vectơ pháp tuyến. 

Với mỗi điểm M(x ì y) bất ki thuộc mặt 
phấng, ta có ; MJề = |v - ,v n ; y - y 0 ), 

Khi đó ; Mịx ; v) e A« /ỉ j_ M,,M 



^ a(x - A 0 ) + h(y - v n ) = 0 
<=} ax + hy + '(-ổAq - hy (ị ) - 0 


o ax + hy + c = 0 

■H- 

với c = -ữ.v 0 - hy Q , 


Hình 3.5 



ữ) Bịnh nghĩa 

■ ■ _ 

I Phương trình ax + hy + c = 0 với a và h không đồng thời hồng Ch 
§ được gọi ỉà phương trình tổng quát của đường ỉ hổng. 

i 'j' 


Nhận xét. Nếu dường tháng A có phương trình là ax + hy + c = 0 thì A có 
vectơ pháp tuyến là /7 = (ợ ; h) và có vectơ chỉ phương \ầ lí - (“/?; ơ). 



Hãỵ chứng mình nhận xét ỉrên. 


b) Ví dụ. Lập phương trình tổng quát của dường thẳng A đi qua hai điểm 
A{2 ; 2) và 5(4 ; 3). 

GIẢI 

Đường thâng A đi qua hai diểm A, B nên có vectơ chĩ phương là AB = (2 ; 1), 

Từ đó suy ra A có vectơ pháp tuyến là n = (“1 ; 2). Vậy đường thảng A có 
phương trình tổng quất ỉà : 

1 

HHv-2) + 20>“2) = 0 
hay X - 2y + 2 = 0, 

Ểàe Hây tìm toạ độ của vectơ chỉ phương của đường thẳng cò phương trình: 

3x + 4y + 5 = 0, 


c) Cấc ưưừng hợp đặc hiệt 


Cho đường thẳng A có phương trình 
tổng quát ax + ủ V + c = 0 {ỉ) 

• Nếu a = 0 phương trình {1) trở thành 


hy + c = 0 hay y - 



Khi đó đường thẳng A vuông góc vói 


trục ỡy tai điểm 



(h.3.6). 



Hình 3.6 





Nêu b~ 0 phương trình (1) trở thành ữx 4- c = 0 hay X = 


Khi đo đường thẳng A vuông góc với trục Oj 


( c \ 

tại điểm ; 0 (h.3.7). 

^ tì ) 



• Nếu c = 0 phương trình (]) trở thành ax 4- by - 0. 
Khi đó dường thẳng À di qua gốc toạ độ o (h.3.8). 


Hình 3.7 



Hình 3,8 


* Nếu a> hy c đều khác 0 ta có thể đưa phương trình (1) về dạng 



Hỉnh 3 .9 


phương trình (2) dược gọi là phương í rỉnh đường thẳng theo đoạn chắn, 
đưcmg thảng này cắt Ox và Oy lần lượt tại M(a ữ ; 0) và N( 01 b ữ ) (h.3.9). 



Trong mật phẳng Oxỵ, hây vẽ các dường thẳng có phương trình sau đây : 

Ơ 1 : X - 2y - 0 i 
d 2 : X = 2 ; 
ơ 3 : y + 1 = 0 ; 


5. Vị trí tương dốì của hai dường thẳng 

Xét hai đường thẳng A. và có phưong trình tổng quất lần lượt là 

a V + bị V + (= 0 và Ịt^x + b^y + c, = 0. 

Toạ độ giao điếm của Aị và A 2 Jà nghiệm của hệ phương trình : 

I a,m + b, v + c, = 0 

' ■ , (I) 

r^.v + ^v + í^ =0. 

Ta có các trường họp sau : 

a) Hệ (ĩ) có một nghiệm l ,yq : v 0 >i khi đó Aj cắt At tai điểm M Q (.Vy ; Yộ}. 

b) Hệ (I) cổ vô số nghiệm, khi đố Aị trùng với A^. 

c) Hệ (ĩ) vô nghiệm, khi đó A. và A 2 khống có điểm chung, hay Á. song 
sơng vói A 2 . 



Ví dụ. Cho dường thẳng à cỏ phưong trình .Y - y + 1 =0, xét vị trí tương đối 
của (Ị với niỗi đưòng thảng sau : 


Aj : 2v + y - 4 = 0 ; 


A 2 : ,v - y - 1 = 0 ; 

Aj : 2v -2y +2 = 0. 




GiẢí 

a) Xét d và A h hộ phương trình 

í.r-y + 1-0 
:2.*+y-4 = 0 

V 

có nghiệm (1 ; 2). 

Vậy cỉcất Aj tại M( 1 ; 2) (h.3.10). 


b) Xét d và A,, hệ phương trình 


*-y+l=0 

>->-1 = 0 


vô nghiệm. 


Vậy d ii Ạ 2 (h.3.11). 




c) Xét dvàA J, hệ phương trình 

jr-y+1 = 0 (1) 

Ì2x - 2y + 2 = 0 (2) 

CÓ vô số nghiệm (vì các hộ số 
cùa (I) và (2) tỉ lệ). 

Vây d = A ?i (h>3.12), 

Xét vị trí tương dối của đường thẳng A: X - 2y + 1 = ũ với mòì đường thẳng sau : 

Ở 1 : -3x + 6y - 3 = 0; 
d 2 :y--2x: 
d 3 : 2x + 5 = 4 y. 



*T * ? 




Góc giữa hai đaòng thảng 

9 Cho hỉnh chữ nhật ABCD cỏ tầm ỉ và các cạnh AB - AD = \Í3. Tính số đo các 
góc ẤỉD vả Dỉõ. 


A D 



Hai dường thảng Aj và cắt nhau tạo thành bốn góc. Nếu A| khòng vuông góc 
với A 0 thì góc nhọn trong số bôn góc đó dược gọi là góc giữa hữỉ đường ĩhẳng 
A, và A r Nếu Aj vuông góc với ày thì ta nói góc giữa À ị và bằng 90°. 
Tmờng hợp Aj và Ay song song hoặc trùng nhau thì ta quy ước góc giữa A. và 
bẳng 0°. Như vây góc giữa hai đường thẳng luôn bé hơn hoặc bằng 90°. 

Góc giữa hai đưòng thẳng Àị và dược kí hiệu là (X,, A 2 Ị hoặc (A r A 2 ). 

Cho hai đường thảng 

A 1 : a x x + b x y ■+ Cị - 0, 

A 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 = 0. 

Đặt (ỷ — [ A Jf A 2 j thì ta thấy (ậ bàng hoặc bì] vớỉ góc giữa n l và trong đó 
n , n lần lượt ỉà vectữ pháp tuyến của A. và A 2 . VI cos (p > 0 nên ta suy ra 




Hình 3.14 




Chả ỷ 


• A ị _L ầ 2 n X n a ! a 2 + ỳ ! ệ 2 = ỊỊỊv 

• Nếu A^ và A 2 có phương trình y = £jậ + và y = k^x + m 2 thì 

Aị 1 A 2 ẨTj ^^2 = — 1 - 


7- Công thức tính khoáng cãch từ một điểm đến một đưòng thang 

Trong mặt phăng Oxy cho dường thong A có phương trinh 
ax + by + c = 0 vù điểm Mq (jcq ; )>G). Khoảng cách từ điểm 

M 0 đến đường tháng A, kí hiệu là í/(Mg, A), được tính bởi 
công thức 


: 

ĩ'I 

■ r 


1 “ r 
1 “ k 
■ _ ■ 
Ị I “ 


;iị: 


1 Jr“ 

■ ũ " - 
■ ■ 


<ì(Mq, A)~ 


ax 0 +by 0 + c 




a + b 


CHỨNG MINH 

Phương trình tham số của đường thẳng m đi 
qua Mq(x$ ; Vg ) và vuông góc với đường 

thẳng Alà: 


X = J ộ + tứ 

y = }’ 0 + tb 


trong đó n (ơ ; b) ỉà vectơ pháp tuyến của A. 



Giao điểm H của đường thẳng m và A ứng với giá trị của tham sổ là nghiệm 


ĩ của phương trình : 


o(xq +tữ) + b(y'Q + tb) + c = 0 . 


Ta có 


&=- 


ŨX Ồ + by n +c 


0 


2 u 2 
a +b 


Vậy điểm H = ịXQ +ttfO ; VQ + ttfb) 







Từ đó suy ra d( M 0 , A) = M Q H = \Ị(xũ~Ịjy : 4-(v H -y 0 ) 2 




10 Tính khoảng cách từ các điểm M(-2 ; 1) vả 0(0 ; 0) đến đường thẳng A có phương 
trình 3x-2y - 1 = 0. 


Câu hỏi vã bài tộp 


1, Lập phương trình tham số của đường thẳng ẩ trong mỗi trường hợp sau : 

a) d đi qua điểm M(2 ; l) và có vectơ chỉ phương u = (3 ; 4); 

b) d đi qua điểm M{-2 ; 3) và có vectơ pháp luyến là n - (5 ; 1). 

2. Lập phương trinh tổng quái của dường thẳng À trong mồi trường hợp sau ; 

a) A đi qua ; -8) và có hệ số gổc k = -3 ; 

b) A đi qua hai điểm A(2 ; 1) và B(-4 ; 5). 


3. Cho tam giác ABC , biết A( ỉ ; 4), £(3 ; -1) vầ C(6 ; 2). 

a) Lập phương trình tổng quát của các đường thẳng AB, BC và CA ; 

b) Lập phương trình tổng quát của đường cao AH và trung tuyến AM. 


4. 

5 . 


Viết phương trinh tổng quất cùa đường thảng di qua điểm M {4 ; 0) và 
điểm /V(0; -1). 


Xét vị trí tương đối của các cạp đường thẳng dị và ẩ 2 sau dây : 


a) dị: 4x- lOy +1=0 

b) dị‘. 12x - 6y + 10 = 0 


và 


và 


c) dị : 8x + ỈOy -12 = 0 


vả 


ẩọ : X + y + 2 = 


di: 


x — 5+ỉ 
ỵ - 3 + 2í ; 
X--6 + 5l 
- 6 - 4r. 




Cho dường thẩng d có phương trình tham số ị 

[y — 3 +1. 

Tìm điểm M thuộc d và cách điểm 4(0 ; 1) một khoảng bằng 5. 



7. Tim số đo của góc giữa hai đường thẳng d' và d 2 lẩn lượt có phương trình 

dị : 4x - 2y + 6 = 0 và í/ 2 ' $ - 3y ệ- 1 = 0. 

8. Tim khoảng cách từ một điểm đến đường thẳng trong các trường hợp sau : 

a) 4(3 ; 5), A : Ax + ìy + 1 = 0 ; 

b) 5(1 ; -2), d : 3* - 4y - 26 = 0 ; 

c) C( ỉ ; 2), m : 3x + 4)? - 11 = 0, 

9. Tim bẩn kính của dường tròn tâm C(-2 ; -2) tiếp xúc với đường thẳng 

À : 5x + 12 y - 10 = 0. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 


\. Phương trình đuòng tròn có tãm và bân kính cho trưỏc 



Hình 3.16 

Trong mật phẳng ỡxy cho đường tròn (C) tâm / (df; /?), bán kính R (lì.3.16). 
Ta có 

M(x ; y) € (C) ỈM = R 

<=> ^(x-a) 2 +(y-bÝ' = R 
<=> (> - a) 2 + (y - hỷ - R 2 . 




Phương trình (x - a) 2 + (y - bf = R 1 được gọi là phường trình đường tròn 
í ám ỉịa; b) bán kỉnh R. 

Chẳng hạn, phương trĩnh đường tròn tâm /(2 ; -3) bán kính R = 5 là : 

(x - 2) 2 - (v + 3) 2 • • 25. 

t®" Chứ y. Phương trinh đường tròn có tâm là gốc toạ độ o và có bán kính R Là : 

+ / = Rl 

Cho hai điểm A(3; -4} vả B(-3 ; 4). 

Viết phương trỉnh đựờng trôn (C) nhận AB lồm đường kính. 

2. Nhộn xét 

Phương trình đường tròn (4 - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 có thể được viết dưcri dạng 
X 1 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, trong 66 c~a 2 + h 2 - R 2 . 

Ngược ỉại T phương trình X -f _y - 2cư - 2Ò>' + c = 0 íà phương trình của 
dường tròn ịc) khi và chỉ khi ũ 2 + h 2 - c > 0, Khi đó dường tròn (C) có tâm 

Mớ ; b) và bán kính R = 'la + b 2 -c. . 

Hây cho biết phương trình náo írong các phương trình sau đây là phương trinh 
dường tròn: 

2x 2 + y 2 -8x + 2y-1 = 0; 

X 2 + / * 2x~4y~4 = 0 : 

X 2 + y 2 - 2x - 6y + 20 = 0 ; 
x 2 + y 2 + 6x + 2ỵ+ 10 = 0. 


Phương trình tiếp tuyến của đưdng tròn 


Hinh 3.17 



Cho điểm Aí 0 (.Vộ ; y 0 ) nằm trên đường tròn (C) tâm ỉ{a ; b). Goi A ỉà tiếp 
tuvến vái (C) tại 

Ta có Mq thuộc A và vectơ ỈM = (.Vq - ú \y Q - b) là vectơ pháp tuyến cùa A. 
Do đổ A cớ phương trình là : 


(A' 0 - ạ)ịx - ạ q ) + iy ữ - b)(ỵ -y ) = ồ 



Phương trình (2) là phươỉìg trình tiếp tuyển cửa đường ườn ịx - aÝ + iy — bỸ = A 
tại điểm M ữ nằm trèn đường tròn. 



Ví dụ. Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M {3 ; 4) íhuộc đưcmg tròn 

(C) : (jr - 1 ) 2 + (y - 2) 2 = 8. 


GIẢỈ 

(C) có tâm 7(1 ; 2), vậy phương trình tiếp tuyến với (C) tại A7(3 ; 4) là ; 

(3 - V)(x - 3) + (4 - 2)ịy - 4) = 0 
<=> Zr + 2y-14=0 
<=> A' + y - 7 = 0. 


Câu hỏi và bài tộp 

1. Tim tâm và bán kính cùa các đường tròn sau : 

a) A 2 + ý 2 - 2* — 2y - 2 = 0 : 

b) 16-v 2 + 16/+ 1 6 jí - 8y — 11 =0; 

c) ,í 2 + y í - 4x + 6>' — 3 = 0. 

.* 

2. Lập phương trình đường tròn ( r ề) trong các trường hcjfp sau : 

a) (có tâm ](—2 ; 3) và đi qua M{ 2 ; -3); 

b) ( ( tê) có tâm /(-1 ; 2) và tiếp xúc vớỉ đường thảng jr - 2y + 7 = 0 ; 

c) (^)có đường kính AB với A = (1 ; 1) và B = (7 ; 5), 




3. Lập phương trình dường tròn đi qua ba điểm 

a) i4(l;2), 5(5; 2), C( l;-3); 

b) M(-2;4), N(5;5), 5(6;-2). 

4. Lập phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ Ox, Oy và di qua 

điểm M(2 ; 1). 

5. Lập phương trình của dường tròn tiếp xúc với các trục toạ độ và có tâm à trên 
dường thảng 4x — 2v - 8 - 0 . 

6. Cho đường tròn ( { &) có phương trình 

X 2 + y 2 - 4x + Sy - 5 = 0. 

a) Tim toạ độ tâm và bán kính của ( 9ê) ; 

b) Viết phương trình tiếp tuyến với ( ( ẽ) di qua điểm i4(-l ; 0); 

c) Viết phương trình tiếp tuyến với ựẽ) vuông góc với đường thẳng 

3x — 4y + 5 - 0. 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


1. Định nghĩa đưòng elip 




Hình 3 .1 $ 





1 Quan sáí mặt nuớc trong cốc nước cẫm nghiêng (h.3.18a). Hãy cho biết dường dược 
đánh dấu bởi mủi tẻn có phải tà dường trồn hay không ? 



Hãy cho biết bóng của một đường tròn trên một mặt phlng (h.3.'18b) có phải là một 
đường tròn hay không ? 


Đóng hai chiếc dinh cố dịnh tại hai diêm F. và R (h.3.19). Lấy một vòng 

■ " " L ù 

dây kín không đàn hồi có dộ dài lớn hơn 2 F ỵ F~. Quàng vòng dây dó qua hai 

chiếc dinh và kéo càng lại một diểm M nào dó. Đặt dầu bút chỉ tại diểm M 
rồi di chuyển sao cho dây luôn căng. Đầu bút chì vạch nén một đường mà ta 
gọi ìà dường elip. 



Hỉnh 3.19 



Định nghĩa 

Chữ hữ ỉ điểm cô định , F 2 và mộĩ độ dài không đổi 2a lớn 
hem Fị F 2 . Eỉip ỉà íập hợp các điểm M ỉ rong mật pìĩầng sao cho 

F ] M+F 2 M = 2a. 

Các điểm Fị và F 2 gọi là các tiéu điêm c&ữ eỉip , Độ dạt 
F\F 2 = 2c gọị lờ tiiu cự của elỉp. 



2. Phưong trình chính tác của eiỉp 



Hinh 3.20 

Cho elip (£) CÓ các tiêu điểm F ] và F 2 - Điểm M thuộc elip khi và chỉ khỉ 

F M + F 2 M - 2ữ. Chọn hệ trục toạ độ Oxỵ sao cho £Ị = (-C; 0) và F 2 = (c ; 0), 
Khi dó người ta chứng minh được : 

2 2 

M(x;y)e |E)«^+Ị Ĩ = 1 (1) 

a b 

2 2 2 
trong dó b = a -c ■. 

Phương trình (1) gọi là phương ỉrình chỉnh iắc của elip. 

3 Trong phưdng trình (1) hây giải thích vỉ sao ta luôn đặt dược b 2 = a “ c 1 . 

3. Hình dạng của elip 

Xét eỉip (£) có phương trình (I): 

a) Nếu điểm M(x ; ỷ) thuộc (£) thì 
các điểm M (-X ; y), M (x ; —ỵ) và 

X ; -y) cũng thuộc (£) (h.3.21). 

Vậy (£) cố các trục đối xứng là Ox, Oy 
và có tâm dối xứng là gốc o. 




Hình 3.21 






b) Thay V = 0 vào (1) ta có X - ±ữ , suy ra (£) cắt ỡx tại hai điểm A. (-Ũ ; 0) 

và (a ; 0). Tương lự thay X = 0 vào (1) ta được V = tb > vậy (£) cắt ỡy tại haj 
điểm B ị (0 ; -b) và B 2 (0 ; b). 

Các diểm Ạ,, B ! và B 1 gọi ià các đỉnh của èlip, 

Đoạn thăng Ả 2 gọi. là irục ỉ ớn, doạn thẳng B^B 2 gọi là trục nhà của elip, 

X 2 V 2 , , .. 

Ví dụ. Elip (£): 1 =1 có pác dỉnh là /4] (-3 ; 0), A 2 {3 ; 0), Bị(0 ; -1), 

B 2 ( 0 ; 1) và AịA 2 - 6 ỉà trục lớn còn B\B 2 - 2 là trục nhỏ, 

4 Hãy xác định toa dỗ các tiêu díểm và vẽ hỉnh eíip trong ví dụ trên. 


Liên hệ giữa đưòng tròn và đướng elỉp 

ã) Từ hệ thức ỉr — Q 1 - c 1 ta thấy nếu tiêu cự cùa elip càng nhỏ thì b càng 
gần bàng ũ, tức là trục nhỏ của elip càng gần bằng trục lớn. Lức đổ elíp có 
dạng gần như dường tròn. 

b) Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn ựể ) có phương trinh 


2 , 2 _ 2 
X +ỵ -ú . 

Với mổi điểm M(x ; ỵ) thuộc dường tròn ta xét điểm M\x' ; /) sao cho 



Hình 3 ,22 




Côu hỏi và bài tạp 


1. Xác dinh dộ dài các trục, toạ độ các tièu điểm, loạ độ các đỉnh của các eĩip cỏ 

■ 1 ■ ► ■ ■■ * 

phương trình sau: 




25 9 



b) 4x 2 + 9V 2 = 1 ; 

c) 4.V 2 + 9.V 2 = 36. 


2* Lập phương trình chính tắc của elip, biết 

a) Độ dài trục lớn và trực nhỏ ìần lượt í à 8 và 6 ; 

f m m • p 

b) Độ dài trục lớn bằng ỈO và tiẻu cự bằng 6. 


3. Lập phương trình chính tác của eỉip trong các trường hợp sau : 


/ 

a) Eỉip đi qua các dỉểm M {0 ; 3) và N 3 ; - 

\ 


12 

5 


\ 


/ 


b) Elip có một tiéu điểm là Fị{-\ị 3 ; 0) và điểm M 


/ 


ỉ; 




\ 




2 


nằm trên elip. 




4. Dể cát một bảng hiệu quảng cáo hình elip có trục lớn là 80 cm và trục nhỏ là 
40 cm lừ một tấm ván ép hình chữ nhật có kích thước 80 cm X 40 cm, người 
ta vè hình eỉip đổ lên tấm ván ép như hình 3.19. Hỏi phải ghim hai cấi đinh 
cách các mép tấm ván ép bao nhiêu và lấy vòng dây có độ dài là bao nhiêu ? 


5. Cho hai dường trồn ĩ Rị ) và ’ % ) ■ ^ nằm trong ( &1 và 

fị * F>; . Đường tròn í? thay đổì luôn tiếp xúc ngoài với và tiếp xúc trong 
với í?2 * Hãy chứng tỏ rằng tâm M của đương tròn TỈ di động trên một elip. 



Ba đường eônỉe 
và quỹ đạo của tàu vũ trụ 






Psraboỉ Hypeboi 

Hinh 3.23 


1. Khi Gắt một mặt nón tròn xoay bởi một mặt phầng không đi qua đỉnh vá không 
vuông góc với trục của mặt nón, người ta nhận thấy ngoài đưởng elỉp ra, có thể 
còn ha í loại đường khác nữa iè paraboi và hypebol (h.3.23). Các đường nói trên 
thưởng được gọi là ba đường cônic (do gốc tiếng Hi Lạp Konos nghĩa là măt nón). 

2. Dưới đây là vài ví dụ về hình ẩnh của ba đường cônic trong đòi sống hằng ngày : 
- Bổng của một quả bóng đả trên mặt sàn thưòng có hình elip (h.3.24). 



Hỉnh 3.24 









- Tia nưởc từ vòi phun ô cõng viên thường là đường parabol (h.3.25). 



Hình 3.25 

m 

- Bóng của đèn ngủ in trên tường có thể là đường hypebol (h.3.26). 


Hình 3.26 

3. Táu yữ trụ được phóng lên từ Trái Đất luôn bay theo những quỹ đạo, quỹ đạo 
này thường là đường tròn, elip, parabol hoặc hypebol. Hình dạng cưa quỹ đạo 
phự thuộc vào vận tốc của tàu vũ trụ (h.3.27). Ta có bảng tương ứhg giữa tốc độ 
và qưỹ đạo như sau. 









Tốc độ V. của tàu vũ trụ 

0 ' 


Hình dạng quỹ đạo tàu vũ trụ 


11,2 km/s Một phẩn cùa parabol 

V 0 > 11,2 km/s ' Một phần của hypebol 

Ngoài ra người ta còn tính được các tốc độ vũ trụ tổng quát, nghĩa là tốc độ của các 
thiên thể chuyển động đối với các thiên thể khác dưởi tác dụng của lực hấp dẫn 
tương hỗ. Ví dự để phóng một tèu vũ trụ thoát li được Mặt Trăng trò về Trái Đất thì 
cần tạo cho tàu một tổc độ ban đầu là 2,38 km/s. 

p r + r 



Hình 3.27 



ỗỉồ-han Kê-ple và quy luật 
chuyển động của các hành tinh 




Hình 3.28 


Giỏ-han Kè-ple Ụỡbannes Kepler, 1571-1630) iả nhà thiên văn người Đức. ông lả 
một trong những người đã đật nển móng cho khoa học tự nhiên, Kê-ple sỉnh ra ồ 
Vu-tem-be ( Wurtemberg) trong một gia đỉnh nghèo, 15 tuổi theo học trường dòng, 
Năm 1593 õng tốt nghiệp Học viện Thiên vãn và Toán học vào loại xuất sẳc và trồ 

Ư ■ 1 ■ ■ ■ ■ 

thành giáo sư trung học. Năm 1600 ỏng đến Pra-ha và cùng làm việc với nhà thiên 
văn nổì tiếng Ti-cô Rra. 

Kẽ-ple nổi tiếng nhờ phát minh ra các định luật chuyển động của các hành tinh : 

1. Các hành tỉnh chuyển động quanh Mặt Trời theo các quỷ đạo lả các đưởng elip 
mà Mặt Trời lồ một tiéu điềm. 

2. Đoạn thẳng nối từ Mặt Trời đến hành tinh quét được những diện tích bằng nhau 
trong những khoảng thời gian bằng nhau, Chẳng hạn nếu xem Mật Trởr là tiêu điểm 

F và nếu trong cùng một khoảng thời gian í, một hành tỉnh dí chuyển tư đến M 2 
hoặc từ Mj đến /W' thì diện tích hai hình FM J[ M Ĩ và FM7W' hằng nhau (h.3.28). 


3* Nếu gọi ĩ 2 lẩn lượt là thài gian để hai hành tinh bất kỉ bay hết một vòng 

quanh Mặt Trời và gọị a 1f 32 lẩn lượt là độ dài nửa trục lớn của elip quỷ đạo của 
hai hành tinh trẽn thi ta luôn có 




Các định luật nói trèn ngày nay trong thiện văn gọĩ lã ba định luật Kê-ple, 


ÔN TẬP CHƯƠNG m 


í. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

í. Cho hình chữ nhật ABCĐ , Biết các đỉnh A(5 ; i), C(0 I 6) và phương trình 
CD : X + 2y -12 = 0* Tím phương trình các đường thẳng chứa cốc cạnh còn lại, 

2. Cho À(\ ; 2), B (-3 ; 1) và C(4 ; -2). Tìm tập hợp các điểm M sao cho 

MÁ 1 + MB 2 = MC 2 . 

3. Tìm tập hợp các điểm cách đều hai dường thẳng 

A]: 5a + 3y - 3 = 0 và &2 : 5.* + 3y + 7 = 0. 

4. Cho đường thẳng A; X - y + 2 = 0 vầ hai điểm 0(0; 0) s ẠỊ2 ; 0). 

a) Tim điểm đối xứng của o qua A ; 

b) Tim diểm M trên A sao cho độ dài đường gấp khúc OMÁ ngắn nhất. 

5* Cho ba điểm A(4 ; 3), B(2 ; 7) và C(-3 ; -8). 

a) Tìm toạ đô của trọng tâm G và trực tâm H của tam giác ABC ; 

b) Gọi T là tàm của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Chứng minh ĩ\ G và 
H thảng hàng; 

c) Viết phương Trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC . 

6. Lập phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi hai đường thẳng 
3* - 4y + 12 = 0 và [2x + 5ỵ - 1 = 0. 

7« Cho đường ưòn (T?) có tâm /(1 ; 2) và bán kính bằng 3. Chứng minh rằng tập 
hợp các điểm M mà từ đồ ta vẽ được hai tiếp myến với (í?) tạo với nhau một 
góc 60° là một đường tròn, Hãy viết phương trình đường tròn đó, 

8. Tìm góc giữa hai đường thẳng Aị và A 2 trong các trường hợp sau : 


a) Aị :2x + ỵ - 4 = 0 

và 

A 'í : 5x - 2y + 3 = 0 ; 

b) Aị : y ” -2x + 4 

và 

A 1 3 

1 2 2 

2 2 

Cho clip (£): Ỵ7- + V 

= 1. 



Tim loạ độ các đỉnh, các tiêu điểm và vẽ elip đó. 



10. Ta biết rằng Mặt Trăng chuyển động quanh Trái Đấl theo một quỷ đạo là một 
elìp mằ Trái Đất ià mội tiêu điểm. Eỉip đó có chiểu dài trục lớn và trục nhỏ 
lần lượt là 769 266 km và 768 106 km. Tính khoảng cách ngắn nhất vằ 
khoảng cách dài nhất từ Trái Đất đến Mặt Tráng, biết rằng các khoảng cách 
đó đạt được khi Trái Đất và Mạt Trăng nằm trên trục lớn của elip. 




II. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Cho tam giác ABC có toạ độ các đỉnh là i4(l ; 2), B{3 ; 1) và C(5 ; 4). Phương 
trình nào sau đây là phương trình đường cao của tam giác vẽ từ A ? 

(A)2x + 3y-8 = 0; (B) 3 *-ty -5=0; 

(C) 5*- 6y + 7 = 0 ; (Dj 3x - 2y + 5 = 0. 


Cho tam giác ABC với các đinh là j4(-1 ; 1), B (4 ; 7) và C(3 ; -2), M ià trung 
điểm cùa đoạn thẳng AB, Phương trinh tham số cùa trung tuyến CM là : 


(A) 


(C) 


X = 3*h / 
y - -2 + 4/ ; 

x = 3-t 
y = 4 + 2/ ; 


(B) 


8+f 


(D) 


Ị x =" 

.> = -2-4/ ; 

X - 3 + 3í 
y “ -2 + 4 1. 



Cho phương trình tham số của đường thẳng ả ; 


ịx — 5 + / 

\y = -9 - 2t. 


Trong các phương trình sau, phương trinh nào lả phương trình tổng quát của (d) 7 

(A) 2x +y ~ 1 = 0 ; (B) 2x + 3y + 1=0; 

(C) jr + 2y + 2 = 0 ; (D) + ly ~ 2 = 0. 


4. Đường thẳng đi qua điểm M (1; 0) và song song với dường thẳng 
d : 4x + 2y *1 = 0 có phương trình lổng quát là : 

(A) 4x + 2y + 3 = 0 ; (B) 2x 4- y + 4 = 0 ; 

(Q2x + y-2 = 0; (Đ) X - 2y + 3 = 0. 

s. Cho dường thẳng d có phương trình tổng quát : 3x + 5y + 2006 = 0. Tìm mệnh 
dề sai trong các mệnh đề sau I 

(A) (d) có vectơ phấp tuyến n = (3 ; 5) ; 

(B) (d) có vectơ chỉ phương ữ — (5 ; -3); 

(C) (đ) có hệ sô' góc k — ^ ; 

(D) (d) song song với dường thẳng 3 jc + 5y = 0. 



6. ■ Bán kính của đường tròn tâm /(0 ; -2) và tiỂp xúc với đường thẳng 

A : 3x - 4v - 23 = 0 là : 

(A) 15; (B) 5; (C) ị ; (D) 3. 

7. Cho hai đường thảng d : 2x + y + 4 — m = 0 và 

d 2 1 (m + 3)x + y — 2m - 1 =0, 

d song song với di khi: 

(A)m=l; (B)m = -I; (Qm=2; (D) m = 3. 

8. Cho id { ): JC + 2y + 4 = 0 và (á 2 ) : 2jr - y + 6 = 0. Số đo của góc giữa hai 
đường thẳng d. và d 2 là : 

(A) 30°; (B) 60°; (C) 45°; (D)90°, 

9. Cho hai đường thẳng À : X + y + 5 = 0 và Ạ,: y = -10. Góc giữa A và A là : 

(Á) 45° ; (B) 30°: (C) m G 5T5T ; (D) 1°13'8 . 

10* Khoảng cách từ diểm M(ồ; 3) đến đường thẳng 
A i *cosa + ysina+ 3(2- sinỡr) = 0 ỉà : 

(A) ; (B)6 ; (C)3sina; (D) ———-- 

sinớr + cosỡr 

11, Phương trình nào sau đây là phương trinh đường tròn ? 

(A) .r 2 + 2y 2 - 4* - 8y + 1 =0; (B)4.r 2 + ;y 2 ■ to* - ó}’- 2 = ũ ; 

(C) X 2 + >' 2 - 2,< - 8y + 20 = 0; (D) x i + y ỉ -4x + 6y- 12 = 0. 

12, Cho dường ưòn (C ): X 2 + y 2 + 2x + 4y - 20 = 0. 

Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 

(A) (C) có tâm l( 1 ; 2); (B) íC) có bán kính R * 5 ; 

(C) (C) đi qua điểm M(2 ; 2); (D) (C) không di qua điểm A(1 ; 1). 

13, Phương trình tiếp tuyến tại diểm M(3 ị 4) với đường tròn 
(C): /+/ - 2r - 4> - 3 = 0 là : 

(A) x + ,y-7 = 0; (B)x + y + 7 = 0; 

(C)X-y-7 = 0 ; (D)x+y-3 = 0. 



14. Cho đường tròn to : .r 2 + y 2 - 4x - 2y = 0 và dường thẳng A : X + 2y + 1 = 0. 
Tim mệnh để đúng trong các mệnh đề sau : 

(À) A di qua tâm của (C); (B) A cắt (C) tại hai điểm ; 

(C) A tiếp xúc với (C); (D) A không có điểm chung với (C). 


15 . Đường ừòn (C): X 1 + y l — JC + y - 1 = 0 có tâm / và bán kính R là : 


í 


(A) /(—1 ; \hR=U 


(B) / 


1 


K2 


ị).K-ệ 

2 / 2 


f 


(C) / 


1 1 
l 2 ; 2 


, R = 


4ẽ 


(D) /(1 ;-!),/?= 4Ỉ . 


/ 


16. Với giá trị nào của m thì phương trình sau đây là phương trình của đường tròn 
JC 2 + y ? ' — 2(m + 2)x 4- 4 my + 1 9m — 6 = 0? 

(A) 1 < m < 2 ; (B) -2 < m < 1 ; 

(C) m < 1 hoặc m> 2 ; (D) m < -2 hoặc m > 1. 

17. Đường thẳng A : 4x + 3y + m = 0 tiếp xúc với dường tròn (C): JT + ỵ 2 = 1 khi: 

(A) m = 3 ; (B) m = 5 ; (C) m - ỉ ; (D) ^ = 0. 

18. Cho hai điểm A( 1 ; ỉ) và BỢ ; 5). Phương trình đường tròn dường kính AB là : 

(A);c 2 +y 2 + 8.x + 6y+ 12 =0; (B) i + y 2 - Sx-6y + 12 = 0 ; 

(C) Jt 2 + / - %x - ỏy - 12 = 0 ; (D) 3 ? + f 4- 8* + 6y - 12 = 0, 

Ị 

19. Dường tròn đỉ qua ba điểm A{0 ; 2), B{-2 10) và C(2 ; 0) có phương trình là ị 

(A) #4| 2 = 8 ; (B)jc 2 +/ + 2x + 4 = 0; 

(C)* 2 +y 2 -2jt-8 = 0; (D) A" 2 4- y 1 — 4 = 0. 

20. Cho diêm M(0 ; 4) và đường tròn (C) có phương trình A 2 4 - y 2 — ” 6y + 21 = 0. 

Tim phát biểu đủng trong các phát biểu sau : 

(A) M nẳm ngoài (C); (B) M nằm trên (C); 

(C) M nằm trong (C); (D) M trùng với tâm của (C). 

2 2 
X V 

21. Oìo elip (£): rr = 1 và cho các mệnh đề : 

25 9 v 

(1) (£■) có các tièu điểm Fị (—4 ; 0) và Fỵ (4 ; 0); 

(H) (E) có tì số - = ị ; 

a 5 



|III) (E) có đỉnh A ị-5 ; 0); 


(IV) (£) có độ dài trục nhò bàng 3. 


Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 
(A) (I) và (II); 

(C) (I) và (lự); 


(B) (lí) và (III) ; 
(D) (IV) và (I) 


22. Phương trình chính tắc của elip có hai đỉnh là (-3 ; 0), (3 ; 0) và hai tiêu điểm 

Jà (-1 !o) t (l ;0) là: 

2 2 ■ 2 2 


(A)T + T=1; 

(B) x 

9 1 

8 9 

2 2 

2 2 


(D)- v %4=1. 

9 8 

1 9 

Cho elip (£): X 2 + 4 y 2 = ì và cho các mệnh dể 

■ 

r 

(I) (£) có trục lớn bằng 1 ; 

(11) (£) có trục nhỏ 


0 ; v3 


(III) (£) có tiêu điểm £] 

“ l ' 2/ 

Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh dề sau : 

(A) (I); (B) (II) và (ĨV); (C) (I) và (III); 


(IV) (£) có tiêu cự bằĩịg \Í3 . 


(D) (IV). 


2 V 2 

24, Dây cung của elip (E) : + = 1 (0 < b < ũ) vuông góc với trục lớn tại 


a 2 h 2 


tiẻu điểm có dộ dài là : 

r 


(A) 


2 c 


(B) 


ữ 


2 b 


ữ 


(C) 


2 ữ 


(D) 


a 


c 12 _ 

25. Một elip có trục lớn bằng 26, tỉ số - - ^ ■ Trục nhỏ của elỉp bằng bao nhiêu ? 

a 13 


(A)5; 


(B) 10; 


(C) 12; 


(D) 24. 


Cho eiip (£): 4Ẳ 2 + 9ỵ 2 = 36. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 

(B) (E) cổ trục nhỏ bằng 4 ; 


(A) (£’) có trục lớn bằng 6; 
(C) (£) cổ tiêu cự bằng >/5 ; 


(D) (E) có tì số - = ệ- 

ã 3 


26 . 



^2 


27» Cho đường tròn (C) tâm F bán kính 2 a và 
một điểm F ở bên trong của (C). 

Tập hợp tâm M của các đường tròn ( C ') 
thay đổi nhưng luồn đi qua F và tiếp xúc 

vớỉ (C) (h.3.29) là dường nào sau đây ? 

(A) Đường thẳng ; (B) Đường tĩòn ; 

(C) EHp ; (D) Parabol. 



28» Khi cho i thay đổi, điểm M(5cos/; 4siní) di động trẽn đường nào sau dây ? 
(A) Eĩỉp; (B) Đường thẳng ; 

(C) Paraboỉ; (D) Đường ĩròn. 

X 2 V 2 

29» Cho elip (£): —T- + =5 1 (0<b< a). Gọi £ ( /% là hai tiêu điểm và cho điểm 

a 2 b 2 1 • 

M(0 ; -b\ Giá trì nào sau đây bằng giá trị của biểu thức MF r MF 7 - OM 2 ? 

(A) c 2 ; (B) 2ữ 2 ; (C) 2 b 1 ; (D) a 2 - b 2 . 

2 2 

30. Cho eiíp (£): 4- -1 và đường thảng ầ : y + 3 = 0. 

T ích các khoảng cách từ hai tiêu điểm của (E) đến đường thảng A bằng giá trị 
nào sau đây : 

(A) 16; (B)9; (C) s 1; (D) 7. 


ÔN TẬP CUỐI NẢM 

1» Cho hai vectơ đ và ỉ có a = 3» |ỉ| = 5, (ớ> b) = 120°. Với giá trị nằo của m 
thì hai vectơ a + mb và ã — mỉ vuỡng góc với nhau ? 

2. Cho tam giác ABC và hai điểm M, N sao cho AM = aAB ; AN - pAC . 

a) Hãy vẽ M % N khi a = \ ; 8- “Ậ ị 

3- 3 

b) Hãy tìm mối Hên hệ giữa a và ậ để MN song song với BC. 



3. Cho tam giác đều ABC cạnh a. 

m 

a) Cho M là một điểm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Tính 
MA 1 + MB 2 + MC 2 theo a ; 

b) Cho dường thẳng d tuỳ ý, tìm điểm N trên đường thảng d sao cho 
NA 1 + NB 2 + NC 2 nhò nhất. 

4. Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng 6 CÍĨL Một điểm M nằm trên cạnh BC sao 
cho BM = 2 cm. 

a) Tính độ dài cùa đoan thẳng AM và tính còsin của góc BAM ; 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM ; 

c) Tính độ dài đường trung tuyến vẽ từ đỉnh c của tam giác ACM ; 

d) Tính diện tích tam giác ABM. 

5* Cbứng minh rằng trong mọi tam giác ABC ta đểu có 
â) a - b cos c + ccosB; 

b) sừM = sin B cos c + sinCcosữỉ 

c) h a = 2/?sin BsìnC* 

6 . Cho các điểm A(2 ; 3), B(9 ; 4), M (5 ; y) và P(x ; 2). 

a) Tim y để lam giác AMB vuông tại M ; 

b) Tìm X dể ba diểm A, p và B thảng hàng, 

7. Cho tam giác ABC với H là trực lầm, Biết phương trinh của dường thẳng 
AB t Btì và AH lần lượt là 4x + y - 12 = 0, 5x — 4y “15 = 0 và 2x + 2ỵ - 9 = 0, 

Hãy viết phương trình hai dường thảng chứa hai cạnh còn lại và dường cao 
thứ ba. 

8 . Lập phương trình đường tròn có tâm nằm trẽn đường thẳng A : 4x + 3y — 2 = 0 
vầ tiếp xúc với hai đường thẳng 

ẩ]: X + y 4- 4 = 0 và ắ 2 : Ix - y + 4 = 0. 

2 2 
X ỵ 

9. Cho elip (£) cổ phương trình : 7— + 7 — = 1 . 

100 36 

a) Hãy xác định toạ độ các đỉnh, các tiêu điểm của elỉp (£) và vẽ elip đó ; 

b) Qua tiêu điểm của dip dựng đường thẳng song song với Oy và cất elip tạí 
hai điểm M và N, Tính đô dài đoan MN. 



HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ 


CHƯƠNG I 

§>• 

1, a) Đung ; b) Đúng. 

2. a) Các vectơ cùng phương : 

ứ, b ; u, V ; X, y, ty và z. 

b) Các vecĩơ cùng hướng : 

ữ, y và ỉ- 

c) Các vectơ ngược hướng : 

ã, V ; JC; IV, I ; z. 

d) Các vectơ bảng nhau : X T y. 

4, a> Các vectơ cùng ph ưong với 0/4 : 0/4, AD, 
5C, ẽă, /40, õo, 00, ẼE, ẼE. 
b) Các vectơ bằng ÃB : oc, ED . EO , 



§ 2 . 

% 

7/ a) Nếu ứ, 3 cùng hướng ; 

b) Nếu giá cùa đ và b vuông góc, 

8. ơ, í? có cùng độ dài và ngược hướng. 

10* E, có cường độ là 100v3 N, ngược 


hướng với ME , trong dó E là đỉnh cùa 
hình binh hành MAEB 


§ 3 . 


2. AB = 



^(n-v) ; BC 
3 

4 - 2 - 

U- — V . 

3 3 


2-4- 

—u + — V ; 

3 3 


3. AM - 


1-3- 

-—« + ™ V . 
2 2 


KA J 

6. K là diểm thuồc đoạn AB ĩíià— = —■ 

KB 3 

7* M ìà trung điểm của trung tuyến cc'. 


§ 4 . 

Ị.Í /4/? = 3, MN = -5 ; A5 và MN ngược hướng. 


2. a) dứng b) dúng c) sai d) dung. 

3. ứ = (2; 0), í = <0 ; -3), 

c = {3 ; -4), 3 = (0,2 ; &). 

4. a), b), c) đều đúng, d) sai. 

5 . M-x 0 ; -? Q ) ; ; ,v ồ )i 

C(-Xq ; -#(>)• 

6. D(0 ; -5) 

7. /4(8; l) í BH;-5) í CH;7). 

8. c = 2đ + b. 


ÔN TẬP CHUÔNG I 


1. 

2 * 






Các vectơ cần tìm : ỠC . FO , EO. 


Các khẳng định đúng : a), b) và d). 

ABCD là hình thoi. 

A/, N, p Eăn lượt là các diểm đối xứng với 
c, /4,5 qua tâm 0 , 


a) 


ẦÌ + Acl = ứN/3; b) \aB-AC 


= ơ 



c) m =-*. « =7 ; d) w - n - 1. 
2 2 2 

10* Các khẳng định đúng a) và c). 

ÌL a) « = (40 ;-13) ; b) ĩ = (8;-7) ; 
4* = -2,A = -l. 

12* m =ị. 

5 

13. Khẳng định đúng là c). 


CHƯƠNG II 

§ 1 - 

2. AK = ữsìn2ír ; OK - đccs2i& 

5. P = ^. 

9 

6. cos(AC, 5A) = ; sin(^C, 50) = 1 ; 

COSÍÃ5, CD) = -1 . 




CHƯƠNG III 


»__ 

1. AỖ.ÃC-0 ; ÃC£B = -ũ 2 . 

2. a) Khi điểm ọ nàm ngoài đoạn AB ta cố 

= £J.Ồ. 

b) Khi điểm o nàm giữa hai điểm A và B 
ta có ỜA.OB = -aJ} . 

3. b) AR 2 , 

e \ _ 

4. a) D ^ ; 0 ; b) VíÕ(2 + >/2); 

c) 5. 

5* a) (đ,ố) - 90° b) (ỡ t S) = 45 ô ; 

c) (a f b) - 150° . 

7. Toạ độ diểm c cần tìm là : C(1 ; 2) và 

ơ\- im. 

|3. 

1. cM 32° ; b =61,06 cm ; 

c - 38,15 cm ; h =32,36 cm. 

2. í = 36° ; B = 10 ố° 28 ' ; c - 37°32'. 

3. a= 11.36 cm; s = 37°48' ; C = 22 °I 2 \ 

4. 5 = 31,3 đvdt. 

5. Bệ = yỊm 2 + 'ỉt 2 +mn . 

6. a) c = 9Ỉ°47' ; b) m Q ~ 10,89 cm. 

7. a) Gức lớn nhất là c * 1 I7°16' ; 
b) Góc lớn nhát là Ã = 93°4l'. 

3. 2=40° ;Ò = 212,31 cm;c = 179,40cm 

10. 568,457 m, 

11. 22,772 m. 

ÔN TẬP CHƯƠNG I! 

4. aĩ =■ - 4 . 

9. R-2-SỈ3 

10, 5=96; h =16 ; /? = 10 ; r = 4 ; 

o 

/ĩí ữ = 17,09, 

ỈL Diện tích s cửa tam giác lớn nhất khi 
c = 90°. 





X = 2 + 3f 
y^l + 4/ 

k. J 



b = 3-5f. 


2. a) 3^ + y + 23 = 0; b) 2x + 3y - 7 = 0. 
3* a) AB t 5jc + 2y - 13 = 0; 

5C : X -* y — 4 = 0 ; 

CAi2x + ậy-22 = 0. 


b)Atf :*+>-“ 5 = 0; AM : X + y ~ 5 = 0. 

4. X - 4y - 4 = 0. 

5. a) cát d 2 ; b) ậ ì f/đ .; c) — dj. 

{ 24 -21 

6. Af,(4; 4), M 2 > 

\ 5 5 / 


7. 45°. 

8. a) y b) 3 ; c) 0. 

9. £ 

13 


* n „ LV / 1 ! ' 

1. a)f(l ; 1), /? = 2 ; b) / -ị ; 7 , Jĩ -1 ; 

2 4 7 

c) /<2; -3), R = 4. 

2. a) U + 2) 2 + (y-3) 2 =52 : 

b) (x + l) 2 +(y-2Ỷ =y ; 

c) (jc-4) 2 + (_v-3) 2 = 13. 

3. a) JC 2 i-)' 2 -6jc + y-l =0 ; 

b) X 2 +y 7 -4x-2ỵ-2Ũ = 0. 

4. (;<-l) 2 +(y-1) 2 = 1 ; 

(JC“5) 2 + (y “5) 2 -25. 

5. (x-4) 2 +(y-4) :í = 16 ; 



6. a) /(2; -4), - 5 ; 

b) 31 - 4y + 3 - 0 ; 

c) 4 jc + 3> + 29 = 0, 4x + 3y - 21 = 0. 



§3. 

1. a) 2a m 10, 26 = 6 ; 

^<-4:0), f 2 (4m ; 

Aị(-5 ; 0), /^(5 ; 0) ; 

(0; -3), £~(0;3). 


2 . 

3. 

4. 

5. 


b) 2ứ = 1,26 = -7 ; 

3 

J Jị ' „ 
F. -~;0|, £ 


V5 


; 0 ; 


J [ 3 f I ' 

A. ; 0 , Aj ^ i 0 ; 

'l 2 ) ^{2 ) 

„ r, ] x f 0 

^ ặt H 3j 

C) 2a = 6, 26 - 4 ; 

^(-^5 ; 0), F 2 (V5 ; 0) ; 

^(-3;0), ^(3; 0); 

^(0;-2), B,{ 0;2). 


JC 2 

y 2 

+ —-1 ; 

b) 

JT 2 



— 

, 

+ —= 1, 

Lõ 

9 

25 

16 

A 2 

r V- 

II 

+ 

b) 

JC 2 

ỷ 

+ ' =[. 

25 

9 

4 

1 


40-20^3 - 5 S 36 cm : 

80 + 40^3 -149,28 cm. 
MF, + MF 2 = rt + £,. 


ỚN TẬP CHUÔNG III 

1. A£ : A 2y ™ 7 = 0 : /LD ; 2* - > - 9 - 0 ; 
BC :2x-y + 6~-Ù, 

2. (.ĩ + 6) 2 + () J - 5ỹ = 66 . 

3 . 5 *+ 3}+2 = 0 . 

4 . a) 0'(-2 ; 2 ); b) Jl /-2 Ị'. 

V 3 3 / 

, , (■ 23 

s. a) G I ; + . //(L 3 ; 0 ), r(- 5 ; 1 ); 

V 3/ 

b ) TH = 3 ĨG ; 

c) (x + 5) 2 +{y-lỷ =85 . 


6. 21* + 77 j- 191=0; 

99jc - 27y + 121 = 0. 

7. U-l) 2 2) 2 =36. 

8. a) cos(Ấ ủ~) = -JL= , 

• 1 Ví45 

(Ã^v-48 0 2l'59' ; 

b) (Ãj7Ã^) = 90°. 

9. ^M;0). ^(4; 0); 
ổ,(0;-3), B 2 (0 ; 3) ì : 

■íị-(-v7 ; 0), f 3 (v7;ũ). 

10. 363 517 kin ; 405 749 km. 

0n tập cuối năm 

1, m - . 

5 

2, b }a = p. 

3, a) 2ứ 2 ; 

b) N là hình chiếu vuông góc cửa trọng 
tâm G cùa tam giác ABC lồn d, 

Ể /í 

4, a) AM = V28 cm, cosíĨMM =—; 

14 

b) /? = — — Ctrl 1 c) s/ỉ9 cm 
d) 3^3 cm 2 . 

6, a) y - 0, y --- 7 ; b) X = - 5 . 

7, 4C ; 4a' + 5y - 20 = 0 ; 

BC \x-y- 3 #0 ; 

CH : 3jc - 1 ly - I = 0, 

8 , U-2) 2 +(ỵ + 2ỹ =8 ; 

U + 4) 2 + (>-6} 2 = 18 . 

% a) 4j(-l0; 0), A ĩ i\ồ ; 0) ; 

^(Oi-ó), fl 2 (0; 6) ; 

Fj(-8 ; 0), F 2 (8; 0) 1 
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